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至 阳 维 谍 、 张 相 、 肖 时 能 ， 是 我 十 分 熟 
避 的 学 撤 妆 、 信 人 儿科 名 下 这 由 的 工作 ， 有 极 高 的 


说 到 教学 修养 .不 只是 指 对 数学 知识 的 掌 锭 ， 更 包括 对 数 
学 糙 神 的 体验 ， 对 数学 文化 的 感受 ， 以 及 他 们 对 数学 教育 事业 
的 执著 ， | 

数学 并 不 是 由 -- 串 束 的 计算 公式 和 一 系列 定理 堆砌 而 成 
的 ， 数 学 的 精华 在 于 它 的 思想 ， 精 神 和 理想 ， 正 是 它 的 这 种 精 
华 给 了 信里 文化 演进 以 极其 至 大 的 影响 ， 三 位 教授 著作 的 些 材 
正在 干 表现 这 种 精华 ， 

比较 丰富 的 数学 知识 是 形成 良好 数学 修养 的 基础 ， 而 数学 
修养 的 增强 将 使 我 们 能 更 好 地 理解 数学 ， 从 应 又 促进 我 们 增长 
和 充实 数学 知识 ， 所 以 网 读 一 此 关于 数学 思 址 、 数 学 方法 ， 数 
学 史 的 著作 玫 大 有 益处 的 。 

三 位 教授 撰写 的 《初等 数学 思 杷 方法 选 讲 》 一 书 还 有 其 独 
天 之 处 、 

首先 ， 昌 然 关于 数学 思想 方法 方面 的 著述 已 陆续 出 版 了 一 

， 但 像 这 部 著作 这 样 将 数学 向 容 、 教 学 思想 、 数 学 方法 、 数 
要 本质 教学 精神 以 及 数学 历史 有 机 地 花 汇 在 一 起 ， 其 论说 又 
这 样 简 烘 ， 实 属 罕 见 

其 次 ， 虽然 三 位 教授 涉及 的 知识 面 很 宽 ， 人 得 基本 上 是 以 补 
等 数学 为 背景 村 料 ， 即 便 涉及 一 些 高 等 内 赛 也 尽量 采用 初等 方 
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法 或 比较 通俗 的 叙述 方式 ， 因 而 其 可 读 性 会 更 强 ， 相 信 读 省 面 
也 会 比较 宽 . 

再 次 ， 三 位 教授 一 直 非 常 关注 数学 教育 ， 又 有 丰富 的 实践 
经 验 ， 因 而 他 们 的 和 说 更 贴近 实际 ， 数 学 爱好 者 、 数 学 专业 的 
学 生 、 某 些 非 袁 学 专业 的 学 生 以 友 数 学 教师 部 有 可 能 通过 这 本 
书 而 有 新 的 体验 和 感受 ， 

相信 三 位 教授 坚 又 做 了 一 件 太 有 益 寺 数学 研究 和 数学 教育 
的 工作 . 


张楚 廷 
2000 年 元 月 


蔬 


前 


税 鲁 大学 教授 J.N,Kapur 曾 在 他 的 《数学 家 谈 数 学 本 质 》 
一 考 交 序言 中 提出 这 样 一 个 而 点 : 数学 本 质 是 每 一 位 数学 教 
员 , 每 一 位 学 习 数 学 的 学生 ， 每 一 位 受过 教育 的 人 ， 每 一 位 科 
学 (包括 社会 科学 ) 技 术 工 作者 ， 其 至 每 一 位 学 生 家 长 都 甘心 的 
问题 ， 是 世界 上 几乎 每 个 人 部 点 该 感 兴趣 的 问题 ， 

我 们 认为 ， 把 能 所 说 的 "数学 本 质 " 换 成 "数学 思想 方法 "上 也 
点 该 如 此 . 

每 一 位 数学 教员 都 点 该 对 数学 思想 方法 感 兴趣 ， 因 为 如 果 
他 愉 理 解数 学 知识 而 不 理解 数学 的 思想 方法 ， 那 是 很 难 教 好 这 
门 课程 的 . 

每 一 位 数学 专业 的 学 生 肯 定 都 对 数学 思想 方法 感 兴 超 ， 一 
全 大 的 精力 有 限 ， 数 学 的 知识 无 穿 ， 只 有 掌握 了 数学 思想 方 
法 。 才能 深刻 地 理解 数学 、 砍 赏 数学 和 点 用 数学 . 

每 一 个 党 这 教育 的 人 人 也 应 该 对 数学 思想 方法 感 兴 趣 ， 因 为 
名 多 少 学 过 一 些 数学 、 无 论 他 是 否 喜 爱 数 学 ， 是 否 频 时 数学 ， 
但 数学 思想 方法 对 他 从 事 的 专业 -- 定 有 所 帮助 - 

每 一 位 科学 工作 者 都 应 该 数 学 思想 方法 感 兴 趣 、 因 为 数 
学 已 经 向 各 种 对 学 (包括 社会 科学 ) 泪 和 诅 ， 在 危 的 研究 工作 中 肯 
定 会 更 到 数学 思想 方法 的 挑战 ，。 

湖南 教育 出 版 社 郑 绍 辉 先生 多 年 从 事 数 学 教育 图 书 的 编辑 
岂 版 工作 ， 讲 有 有 成效。 他 有 鉴于 对 数学 教师 ， 青 年 学 生 提 供 一 
本 数学 思想 方法 方面 的 读物 的 重要 性 ， 几 年 前 就 提出 了 这 沾 图 
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书 选 题 ， 

我 们 愉快 地 接受 了 原来 自 以 为 能 够 龟 为 其 难 的 任务 ， 但 是 
“ 事 非 经 过 不 知 难 ”"， 其 体 动 起 笔 来 ， 却 本 到 了 许多 意 想 不 到 的 
困难 、 

困 礁 主要 来 自 两 个 方面 : 

首先 ， 什 么 是 数学 思想 ， 什 么 又 是 数学 方法 ， 还 混 有 大 家 
一 致 认同 的 明确 的 界定 ， 名 不 正则 言 东 顺 ， 这 是 第 一 个 困难 ， 

其 次 ， 数 学 思想 方法 内 容 永 杂 ， 纵横 交错 ， 要 提 网 埋 领 而 
理 不 清 头 绕 ， 想 条 陈 变 析 而 把 不 住 或 绍 ， 这 是 第 二 个 困难 ， 

困难 当前 的 情况 下 ， 我 们 只 好 采 避 了 我 行 我 素 的 对 策 ， 按 
照 我 们 自己 对 数学 思想 方法 的 粗浅 理解 去 晨 开 我 们 的 讨论 ， 

首先 ， 我们 把 数学 思想 分 为 三 类 或 三 个 层次 : 第 一 是 对 数 
学 本 质 的 认识 方面 的 思想 ， 它 回答 "数学 是 什么 ”的 问题 。 第 二 
是 数学 的 地 人 位、 作用、 研究 和 发 展 方面 的 思想 ， 它 回 管 “数学 
向 何 处 去 "的 问题 。 第 三 是 解决 具体 数学 问题 的 思想 ， 它 回 管 
“数学 怎样 论证 "的 问题 ， 根 据 责 任 编 辑 的 组 稿 意 图 ， 本 书 主要 
是 讨论 第 三 晨 次 的 数学 思想 ， 为 了 方便 ,我们 把 它 茄 称 为 数学 
解 题 思想 ， 

其 次 、 我 们 认为 ， 数 学 解 题 思想 虽然 内 容 广泛 ， 错 综 复 
妹 ， 但 都 可 以 归结 为 "转化 "和 "构造 "这 两 个 范畴 ， 其 他 的 数学 
思想 方法 则 处 于 更 低层 次 的 、 以 属 的 她 位。 所以， 全 书 就 围绕 
“ 构 闭 "和 ”转化 "这 两 条 主线 来 展开 讨论 。 

在 这 种 思想 指导 之 下 ， 我 们 把 全书 分 作 六 章 ;， 第 一 章 概 略 
地 对 我 们 提出 的 三 类 数学 思 覃 进行 了 宏观 的 打 描 。 第 二 章 简要 
地 介绍 了 数学 史上 一 些 重大 的 效 学 思想 方法 的 产生 和 它们 对 数 
学 发 展 的 影响 希望 能 起 到 “ 温 砂 而 知 新 "的 作用 ,第 三 章 论 述 
为 什么 要 把 “ 槐 赣 "和 * 转 化 "作为 两 大 基本 数学 思想 ( 指 第 三 呈 
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次 数学 思想 或 解 逢 思想 )， 分 析 它 们 的 意义 、 方 法 和 作用 ， 第 
四 章 讲 述 一 些 具体 的 构造 思想 ， 第 五 、 第 六 两 章 讲 述 具体 的 转 
华 思 想 ， 这 里 我 们 又 把 "转化 " 间 想 分 成 郑 类 ， 第 一 类 的 转化 比 
较 自 然 ， 转 化 前 后 具有 明显 的 、 必 然 的 还 辑 联系 ， 相 当 于 我 们 
通常 说 的 解 “常规 题 "， 第 二 类 的 转化 跳跃 性 大 ， 转 化 前 后 缺 对 
明显 的 必然 的 避 辑 联系 ， 相 当 于 我 们 通常 说 的 解 * 非 常规 题 ”， 

本 书 是 在 既 分 工 又 合作 的 情 帝 下 写成 的 ， 搜 集 补 料 、 矢 定 
章节 、 提 出 论点 、 统 一 说 法 等 等 都 是 在 共同 讨论 下 完成 的 ， 至 
于 执笔 成 文 别 分 工 进行 。 其 中 第 一 和 第 六 章 由 欧阳 维 诚 执 笔 ， 
第 二 章 和 第 五 章 由 张 查 执 笔 ， 第 三 章 和 和 第 四 章 由 肖 果 能 执笔 ， 
作者 的 器 名 也 是 按 所 等 章节 的 顺序 安 徘 的 ， 

我 们 尝 深 感谢 本 书 的 责任 编辑 郑 组 辉 鞠 生 ， 他 从 提出 选 题 
到 审读 书稿 ， 件 出 了 艰辛 的 劳动 。 提出 了 许多 中 肯 的 、 宁 贵 的 
意见 ， 如 果 说 ， 这 本 小 书 对 读者 有 所 帮助 的 话 ， 郑 先生 的 六 误 
劳动 是 功 下 可 没 的 我 们 也 非常 感谢 我 们 的 学 友 张 楚 鞍 教授 ， 
他 在 百 忙中 审读 了 我 们 的 写作 提纲 和 咎 录 ， 并 为 本 书 作 序 ， 


作 者 
T 禧 之 年 元 日 于 长 沙 
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第 -- 章 ”什么 是 数学 思想 


顾名思义 、 数 学 思想 应 该 址 人 们 在 建立 数学 理论 或 解决 数 
学 问题 时 所 用 到 的 一 些 恩 想 . 但 是 ， 数 学 思想 从 来 就 不 是 数学 
家 的 专利 ， 也 不 是 具有 在 数学 领域 中 才能 发 挥 它 的 作用 ,社会 
正 存 逐 新 走向 理性 ， 分 析 玫 法 逐渐 走向 定量 化 ， 数 学 几乎 渗透 
到 了 各 个 科学 领域 ， 数 学 思想 也 随 之 出 活 人 各 个 思想 领域 ; 反 
过 来 ， 各 个 科学 领域 的 思想 又 反作用 于 数学 思想 ， 形 成 你 中 有 
我 .我 中 有 你 的 局 而 。 例如， 数学 思想 促成 了 电 了 计算机 的 发 
明和 发 展 ， 而 计算 机 的 发 展 ， 又 促进 了 数学 机 械 化 思想 的 飞 
路 ,数学 忆 械 化 砷 起 将 与 公理 化 思想 一 样 ， 受 到 数学 家 同样 的 
其 双 更 大 的 重视 . 因此 ， 可 以 毫 不 夸张 地 说 ， 数 学 思想 几乎 存 
在 于 人 类 的 各 种 思维 活动 中 .内存 最 人 的 广 斌 性 和 深刻 性 . 


$1.1 三 个 层次 的 数学 思想 


长 期 以 来 .大 们 在 使 用 "数学 思想 "这 - 构 念 时 ， 似 乎 并 没 
有 明确 的 界定 ， 常 常 自觉 或 不 自觉 地 强调 卫 某 一 方面 ， - 般 地 
说 ,数学 思想 似 平 可 以 分 成 一 类 或 背 说 分 成 “个 层次 : 

第 一 类 是 对 数学 本 质 的 认识 方 而 的 思想 . 它 回答 “数学 是 
什么 "的 问题 . 

第 二 姜昆 关 十 数学 的 地 位 .作用 和 发 展 方志 的 思想 ， 它 回 
答 ” 数 党 向 何 处 去 的 问题 ， 

第 三 类 臣 解 决 具体 的 数学 门 题 的 忠 想 ， 它 回答 “数学 怎样 


论证 "的 问题 ， 它 与 逻辑 、 策 略 以 及 具体 的 数学 内 容 相 联系 . 
一 ， 数 学 是 什么 

这 是 一 个 古老 而 又 新 鲜 的 课题 许多 数学 家 都 从 不 阿 的 角 
度 探 讨 了 这 问题， 

1. 众说 纷 绒 的 答案 

英国 著名 的 哲学 家 兼 数学 家 罗素 曾经 流 过 :“ 现 代数 学 的 
主要 成 就 之 一 ， 在 于 我 们 已 经 发 现 了 数学 实际 上 是 什么 .” 

罗素 所 发 现 的 数学 实际 上 是 什么 呢 ? 他 写 道 :“ 数 学 是 这 
样 一 门 学 科 ， 在 其 中 我 们 永远 不 会 知道 我 们 所 讲 的 是 什么 ， 也 
不 会 知 赣 我 们 所 说 的 是 不 是 真 的 .“ 岁 素 的 这 一 论断 支持 了 十 
希腊 学 者 柏拉图 的 论点 ， 

柏拉图 说 :“ 数 学 是 现实 的 核心 , "柏拉图 把 理性 世界 与 现 
实 世 界 制 裂 开 来 ， 试 为 永恒 不 变 的 关系 只 能 存在 于 理性 世界 之 
中 .数学 中 的 关系 是 不 变 的 ， 数 学 与 人 对 现实 世界 的 知觉 磷 
关 。 因此 ， 数学 才 构成 了 现实 世界 的 核心 . 

而 瑟 克 思 主 义 哲 学 则 恰 愉 相反 ， 试 为 数学 必须 依赖 现实 捞 
鼻 。 恩格斯 在 4 反 杜 林 论 3》-… 书 中 强调 说 :“ 数 学 是 研究 现实 世 
界 中 数量 关系 和 空间 形式 的 科学 ,” 

然而 数学 家 柯 朗 与 罗 宾 斯 在 他 们 合 著 的 4 数学 是 什么 》- 书 
中 写 道 ;“ 数 学 是 什么 ? 对 于 学 者 和 门外汉 .这 个 问题 都 不 是 
靠 普 学 来 回答 的 ， 而 是 靠 从事 数 学 的 经 验 来 四 答 的 .” 

亿 是 ， 即 使 巧 从 事 数 学 的 人 用 经 验 来 回 管 这 个 问题 ， 也 仍 


然 是 众说 纷 红 的 ， 
本 世纪 关于 数学 基础 的 二 大 流派 都 在 回 等 什么 是 数学 这 样 
一 个 问题 . 


膛 辑 主义 学 拱 认 为 ， 数 学 是 由 逻辑 派 竺 出 来 的 ， 数 学 不 过 
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是 敢 辑 的 -个 分 支 ， 

直觉 主义 学 派 认为 ， 数 学 是 建立 在 可 信 性 和 构造 性 程序 上 
的 科学 , 

形式 主义 党派 认为 ， 数 学 是 一 种 纯粹 的 符号 游戏 ， 对 这 种 
游戏 的 惟 --- 要 求 是 它 不 好 到 闻 甘 

上 述 的 各 种 说 法 显然 有 其 片面 性 ， 还 是 柯 朗 与 罗 宾 斯 说 得 
好 :“ 有 有 一 种 观点 严重 地 威胁 着 科学 的 生命 : 认为 数学 是 . - 门 
人 不知 所 云 的 学 科 ,， 它 只 基 从 定义 和 公理 出 发 推导 出 来 的 一 系列 
缚 论 ， 除 了 这 些 公理 必须 如 相 - 致 以 和 外、 完 伞 出自 数学 家 心灵 
的 自由 创造 ， 如果 这 种 意见 是 正确 的 话 ， 那 么 数学 就 会 只 由 定 
名、 法 则 本 段 论 法 组 成 ， 成为 没有 动机 ， 设 有 有 目标 的 游戏 . 
认为 有 智慧 的 人 可 以 任 其 爱好 创造 有 意义 的 假设 系统 ， 这 种 
概念 内 对 了 一 半 ， 只 有 在 内 主 必要 性 的 指导 下 ， 自 由 思想 才 有 
可 能 达到 上 有 具有 科学 价值 的 结果 .” 

也 有 一 些 数学 家 从 数学 的 作用 来 回答 这 一 问题 ， 如 

皮尔 斯 : 数学 是 得 出 必要 结论 的 科学 . 

美国 国家 研究 委员 会 的 -一 些 专家 则 认为 : 数学 科学 是 集 严 
蜜 性、 还 辑 性 、 精 确 性 和 创造 方 与 想像 力 十 一身 的 一 门 学 问 ， 
这 个 领域 已 被 称 为 模型 的 科学 . 

庞 如 革 :数学 是 给 予 不 同和 东西 以 柑 同 各 陈 的 技术 ， 

十 述 几 种 定义 ， 盟 然 有 点 模 楼 两 呈 和 难以 捉摸 ， 

哈佛 大 学 数学 家 了 哈里 森 提 出 了 自己 的 见解 :“ 数 学 是 关于 
特 序 的 科学 一 一 它 的 旦 的 就 在 于 探索， 摘 述 并 理解 隐藏 在 复杂 
现象 背后 的 秩序 ， 数学 的 首要 工具 就 是 使 我 们 能 够 将 这 种 秩序 
说 清楚 的 一 些 概念 。 正 国 为 数学 家 花费 了 多 少 个 世纪 寻求 最 有 
效 的 构 礼 米 描述 这 和 神 秩 订 的 奇异 特点 ， 所 以 他 们 的 工作 就 能 应 
用 于 外 部 世界 ， 而 这 个 现实 世界 真 可 请 集 复 杂 情 况 之 大 成 ， 其 
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中 有 着 大 量 关于 秩序 的 问题 . ” 

应 该 怎样 理解 他 所 说 的 "秩序 "和 "概念" 呢 ?如 果 他 所 说 的 
“秩序 "是 元 于 人 提出 的 概念 而 将 观 存在 的 . 那么 ， 哈 时 森 的 说 
法 就 是 亚 里 十 多 德 的 所 谓 “ 实 物 届 性 "的 翻版 .如 果 “ 秩 序 " 是 
依赖 于 概念 而 存在 的 ， 而 概念 却 是 与 现实 世界 无 关 的 ， 那 么 ， 
哈里 麻 的 说 法 就 会 成 为 柏拉图 “理念 世界 "的 翻版 . 

2. 数学 是 关于 秩序 的 科学 

综合 各 种 观点 ,我 们 能 否认 为 

(1 ) 数 学 是 关于 秩序 的 科学 . 当 人 人 们 把 现实 世界 的 菜 些 事 
物 或 关系 抽象 为 概念 之 后 ,在 这 些 概念 中 就 隆 藏 着 大 量 的 、 不 
以 人 的 意志 为 转移 的 秩序 . 数学 是 通过 概念 和 符号 用 多 辑 推理 
的 形式 来 表述 这 些 秩序 的 科学 ， 

(2 ) 数 学 的 一 切 进 展 都 不 同 程度 地 植 根 于 实际 的 需要 ; 数 
学 不 管 它 多 么 抽象 ， 它 在 自然 界 中 最 终 必 能 得 到 实际 的 应 用 . 
当然 ， 要 准确 地 预测 一 个 数学 领域 在 何 时 何 地 将 会 派 上 何 种 用 
场 是 不 可 能 的 ， 也 是 不 必要 的 ， 

(3 ) 数 学 一 旦 在 实际 需要 的 背景 下 被 推动 让 ， 它 自身 就 会 
获得 … 种 巨大 的 能 晤 自我 推进 ， 很 快 超 起 直接 应 用 的 界限 。 寺 
此 ， 某 种 数学 在 一 定 的 阶段 可 以 是 由 末 加 定义 的 间 语 和 公理 组 
成 的 抽象 系统 ， 不 必 和 自 然 有 任何 联系 ， 木 昆 侍 何尝 物 的 模 
型 ， 而 仅仅 且 因 为 数学 家 的 兴趣 与 能 力 产生 出 来 的 ， 数 学 家 没 
有 把 他 的 结论 必须 应 几 到 自然 中 去 的 先 岂 条件， 、 

但 是 ， 如果 根据 某 些 数学 内 容 是 在 远离 现实 的 基础 上 ， 从 
抽象 到 抽象 地 产生 出 来 的 ， 就 怀疑 这 些 内 容 永 远 不 会 有 用 ， 就 
必然 会 受到 时 间 的 哮 弄 .例如 . 鞭 名 的 英国 数学 家 哈代 曾经 十 
分 自信 地 断言 ， 抽 象 的 数论 不 会 有 什么 用 处 .但是 ， 不 到 40 
年 ， 数 论 部 然 与 保密 工作 发 生 了 联系 ， 在 军事 、 经 济 和 同 家 安 
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全 方面 发 挥 了 重要 的 作用 ， 
二 、 数 学 向 何 处 去 


这 个 问题 实质 上 是 前 一 问题 的 延续 .主要 有 了 两 个 方面 的 向 
题 : 一 是 纯粹 数学 与 应 用 数学 之 问 的 关系 ; 一 是 纯 数 学 本 身 发 
展 的 关系 ， 毫 无 疑问 ， 这 两 个 问题 都 影响 到 数学 发 展 的 方向 ， 
1， 纯 数学 与 应 用 数学 的 良性 循环 

纯 数 学 与 应 用 数学 之 问 的 美 系 ， 大 类 文明 的 发 展 中 已 经 证 
明 ， 它 们 实际 上 形成 了 很 好 的 良性 循环 ， 大 类 从 现实 的 应 用 
( 渚 如 测量 、 生产 ， 占 得 .赌博 等 等 ) 中 抽象 出 了 数学 的 概念 ， 
当 这 些 概 念 一 旦 形成 、 数 学 家 们 就 不 下 认为 原来 的 那些 用 以 抽 
象 出 数学 概念 的 事物 对 数 党 本身 有 任何 实际 的 意义 ， 因 而 彻底 
地 抛 奔 它 们 、 依 靠 本 身 的 动 放 ， 在 不 与 数学 以 外 的 任何 事物 进 
一 步 接 租 中 自我 成 长 。 数 学 家 可 以 在 这 个 自给 自 是 、 自 我 封闭 
的 天 地 里 充分 地 发 挥 自己 的 想像 力 和 创造 力 ， 从 这 个 意义 上 
讲 ， 可 坟 说 数学 的 本 质 是 自由 。 然而 应 用 数 党 家 不 几 担 心 ， 不 
将 纯 数 学 走 得 多 远 ， 随 郑 时 间 的 推移 ， 曾 能 为 它们 找到 实际 的 
应 用 ， 

不 樟 的 是 ， 为 坚持 纯 数学 的 抽象 方法 所 必需 的 各 种 手段 
一 一 语言 、 符号、 公式 、 定 理 等 等 捧 闭 了 纯 数学 与 应 用 数学 之 
间 的 本 质 关 系 ， 其 结业 是 般 大 了 纯 数 学 与 应 用 数学 之 辣 的 人 为 
的 隔 阁 ， 造 成 了 纯 数 学 与 应 用 数学 之 间 表 面 上 的 酬 远 。 于 是 ， 
一 方面 ， 纯 粹 数 党 家 可 能 认为 自己 的 工作 越 来 越 令 人 不 能 理 
解 ， 在 那 象 牙 塔 的 顶尖 上 感到 "高 处 不 胜 寒 "， 节 一 方面 ， 那 些 
被 -大 堆 抽象 的 符号 和 公式 所 是 倒 的 人 们 ， 越 来 越 认 为 数学 只 
足 一 些 十 弄 公理 的 游戏 ， 而 对 它 所 带 来 的 深刻 见解 视而不见 。 

我 们 不 能 被 这 种 表面 的 现象 所 迷 感 ， 应 该 努力 去 保持 和 发 
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展 纯 数 学 与 应 用 数 党 之 问 的 良性 循环 ， 纯 粹 数学 家 可 以 心安 理 
得 地 从 事 自己 的 研究 ， 不 必 人 急功近利 地 为 寻求 它 的 应 用 而 削弱 
理论 的 研究 ， 应 用 数学 家 可 以 满怀 信心 地 到 已 有 的 数学 成 果 中 
去 寻找 对 发 展 自己 所 研究 的 学 科 有 用 的 东西 .那里 有 取 之 不 足 
的 宝藏 ， 比 其 他 任何 资源 更 为 有 效 、 更 为 廉价 .纯粹 数学 和 应 
用 数学 好 像 人 的 两 只 有 眼睛， 人 们 可 以 闲 上 一 只 眼睛 去 搜寻 各 自 
的 目标 ， 有 时 两 只 眼睛 同时 睁 开 可 以 看 得 宽 - - 些 ， 有 时 闭 上 一 - 
只 眼睛 (例如 射击 ) 却 可 能 看 得 更 准 ， 

因此， 过 分 强调 数学 为 现实 服务 而 前 如 对 基础 理论 的 研究 
是 未 恰当 的 ， 它 有 可 能 阻碍 数学 甚至 整个 科学 技术 的 发 展 。 同 
样 的 ， 轻 视 应 用 数学 对 纯 数 学 发 展 的 作用 也 是 不 谷 当 的 。 过 分 
强调 经 世 致 用 的 中 国 十 代数 学 发 展 的 道路 就 说 明了 这 一 点 . 中 
国 古 代数 学 牌 经 取得 过 述 煌 的 成 就 ， 但 却 长 期 被 当 作 一 种 应 用 
技术 而 在 纯 理 论 的 发 展 上 没有 得 到 应 有 的 重视 。 正 是 这 种 轻视 
纯 数 学 理论 研究 而 只 重视 数学 应 用 的 思想 ， 在 -… 段 时 期 内 延缓 
了 中 国 纯 数 学 的 发 展 .这 不 能 不 说 是 中 国 古 代 ( 特别 是 近代 ) 虽 
然 在 技术 上 也 有 许多 发 明 创造 ， 但 整个 科学 发 展翅 相当 落后 的 
重要 原因 之 -， 著 名 的 科学 家 爱 因 斯 坦 曾经 说 过 : “西方 科学 
的 发 展 是 以 两 个 伟大 的 成 就 为 基础 ， 屠 就是， 希腊 哲学 家 发 明 
的 形式 逻辑 体系 (在 欧 几 里 得 儿 何 中 )， 以 及 遂 过 系统 的 实验 发 
现 有 可 能 找 出 因果 关系 (在 文 艺 复 内 时 期 }. 在 我 看 来 ， 中 国 的 
贤 拆 没有 走 上 这 两 步 ， 那 是 用 不 着 惊奇 的 ， 令 人 惊奇 的 倒是 这 
些 在 中 国 全 部 做 出 来 了 . “这 就 是 说 ， 在 中 国 占 代 ， 理 论 科学 
(特别 是 纯 数 学 ) 没 有 得 到 应 有 的 重视 ， 虽然 岂 取 得 了 许 光 技术 
上 的 成 就 ， 但 那 要 付出 更 多 的 代价 ， 

另 一 方面 ， 经 世 致 用 的 思想 ， 虽 然 延 缓 了 我 国 现代 数学 的 
发 展 ， 但 它 却 孕 育 和 发 展 了 筑 化 法 、 机 械 化 的 数学 思想 ， 对 西 
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方 现代 数 党 的 发 展 产 生 了 巨大 的 影响 . 但 这 - -点 却 没有 得 到 西 
方 数学 史家 的 认识 与 重视 ， 如 克 莱 因 的 《数学 思想 史 》， 只 看 到 
西方 数学 形式 化 、 公 理化 的 成 束 ， 而 根本 不 提 中 国 古 代数 学 思 
想 对 数学 发 展 的 作用 . 就 连 李 约 琶 这 样 的 学 者 ， 虽 然 注 意 到 了 
中 国 古 代 科 党 的 哩 大 成 就 .但 也 未 能 指出 我 周 占 代数 学 思想 对 
现 代数 学 发 展 的 影响 ， 这 都 是 非常 令 人 遗憾 的 ， 
2, 数学 基础 的 大 辩论 

正当 大 们 对 以 集合 论 为 蔡 础 建立 的 数学 体系 的 精确 性 和 有 
效 性 赞叹 不 已 的 时 候 ， 出 现 了 关于 集合 论 的 * 迟 论 "， 共 而 爆发 
了 数学 基础 的 所 谓 “ 第 三 次 危机 ”. 

罗素 的 “理发 是 悖 论 "动摇 了 集合 论 ，。 从 而 动 所 了 当时 的 数 
学 基础 .因为 罗 索 人 导论 只 涉及 人 到 集合 论 中 的 几 个 最 基本 的 概念 
和 ,一 个 基本 原则 :“ 集 合 ”.“ 元 素 "、“ 属 于 "和 "概括 原则 ”， 并 
不 牵涉 到 其 他 技术 性 问题 ， 罗 素 迟 论 所 导出 的 欠 盾 ， 清 楚 地 指 
示 了 以 集合 论 为 基础 建立 起 来 的 数学 体系 也 会 包含 矛 慎 ， 同 时 
数学 中 所 采用 的 逻辑 也 是 有 问题 的 ， 这 使 当时 的 数学 界 和 逮 辑 
学 界 都 同时 感到 震惊 ， 这 就 是 数学 上 的 “第 三 次 危机 ”. 

数学 是 -- 门 渡 绊 推理 的 科学 ， 从 形式 上 讲 ， 数 学 的 真理 性 
是 以 两 点 为 支柱 的 :一 是 公理 本 身 的 真理 性 ，. 二 是 逻辑 规则 的 
有 效 性 . 非 欧 几何 的 诞生 动摇 了 第 - 根 支 柱 ， 使 人 们 看 到 了 公 
理 真 意 性 的 相对 性 。 集 合 论 壕 论 的 出 现 ， 妈 动摇 了 另 一 要 支 
柱 ， 项 尔 伯 特 温 丧 地 写 道 :“ 由 主 悖 论 的 出 现 而 造成 的 局 曾 是 
难于 妨 受 的 . 只 要 设想 - - 下， 每 个 人 曾 学 过 、 教 过 并 在 数学 中 
吉 以 应 用 的 定义 和 演绎 方法 ， 从 来 都 认为 是 真理 和 必然 的 典 
” 范 ， 而 现在 却 导 至 了 荡 课 、 如 果 连 数学 思维 邦 是 不 可 鞋 的 ， 部 
么 到 哇 电 还 能 找到 真理 和 必然 性 呢 ?" 

面 对 如 此 严峻 的 局 面 ， 人 和 们 首先 对 集合 论 的 建立 进行 了 清 


理 和 补救 ， 策 墨 罗 引 进 了 公理 化 ,建立 了 形式 集合 论 ， 并 径 过 
弗兰克 尔 、 汉 ' 诺 雪 曼 等 人 人 的 改进 ， 成 为 形式 集合 论 的 所 请 
“ZFC 系统 ”，、ZFC 系统 能 为 数学 { 如 分 析 与 几何 ) 提 供 产 格 的 
基础 ， 中 ZFC 的 无 巴 逢 性 时 以 保证 数学 的 无 予 捕 性 。 但是， 
ZFC 系统 本 身 的 无 闻 盾 性 却 没有 证 时 ，ZEC 系统 只 是 ”赶赴 ” 
了 迟 论 ， 并 淮 有 消除 悖 论 . 所 以 ， 曾 经 兴高采烈 地 宣称 数学 的 
严格 基础 已 经 实现 了 的 庞 加 莱 评 论说 ; “为 了 防备 狼 ， 羊 群 是 
用 往 多 圈 起 来 了 ,但 不 知道 图 内 述 有 没有 和 狼 . "不 过 ， 还 值得 数 
学 家 们 歼 以 自 思 的 是 ，ZFC 系统 从 建立 到 今天 ， 测 未 发 现任 
何 矛 盾 ， 

ZF(} 系统 的 建立 ， 使 山 集 合 论 的 悖 论 所 引起 的 数学 基础 
的 危机 得 到 了 缓解 ， 但 远 末 消除 人 们 的 疑 虚 . 数 学 的 可 莫 基 础 
究竟 是 什么 ?数学 的 命题 在 什么 情 识 下 才 具 有 真理 性 9 对 这 些 
问题 的 不 同 回答 ， 形 成 了 数学 基础 中 的 各 种 学 派 ， 引 起 了 20 
世纪 初期 关于 数学 基础 的 一 场 大 论战 .在 这 场 争论 中 ， 对 后 来 
数学 基础 的 发 展 有 较 大 影响 的 有 三 大 学 派 ， 他 们 是 逻辑 主 文 学 
派 、 直 觉 主 义学 派 和 形式 主义 学 派 ， 

(1 ) 轴 辑 主义 

佬 辑 主 尺 学派 的 代表 人 人 物 是 罗素 和 怀特 海 ,他 们 的 基本 观 
点 是 ， 数 学 就 是 逻辑 ， 两 痢 之 间 没 有 界线 .“ 滥 辑 即 数学 的 青年 
时 代 ， 数 学 即 脖 辑 的 壮年 时 代 ， 青 华 与 壮年 没有 截然 的 分 界 
线 ， 故 数学 与 逐 辑 评 然 .” 罗 素 等 人 试图 由 侯 辑 推出 整个 数 
学 ， 因此 ， 数 学 不 需要 任何 自己 的 公理 数学 的 概念 完全 由 
逻辑 的 概念 导出 ， 数 学 的 命题 也 由 逻辑 的 命 古 出 发 用 纯 逻 辑 推 
演出 来 ， 逻 辑 主义 学 派 遇 到 了 不 可 克服 的 症 难 ， 数 学 无 法 述 原 
为 下 辑 ， 央 由 逻辑 蕉 导 木 出 数学 来 . 

逻辑 主义 学 猜 虽然 没有 成 功 . 但 他 们 试图 由 逐 辑 推导 出 数 
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学 的 努力 却 太 大 地 亿 进 数学 基础 特别 是 教理 逻辑 的 发 展 ， 

(2 ) 直 觉 主义 

直觉 主义 的 代表 人 物 是 布 芳 威 尔 . 直觉 主义 学 派 主张 以 
“直觉 上 的 可 梅 造 性 "作为 "可 仿 性 "的 标准 ， 对 全 部 已 有 数学 进 
1 和 7 初 底 的 审查 和 改造 。 他 们 认为 排 中 律 不 能 普遍 适用 ， 数 学 对 
象 的 存在 只 在 十 可 构造 ， 从 上 遇 硅 认 了 机 当 一 大 批 有 重要 意义 的 
数学 成 暴 ， 示 饮 有 和 失 偏 颇 。 但 他 们 提出 的 能 行 性 问题 具有 重大 
意义 ， 他 们 的 可 构造 性 对 数理 逻辑 与 计算 技术 的 发 展 起 了 重大 
的 作用 . 

{3 ) 形 式 永久 学派 

形式 主义 学 派 的 代表 信物 一 般 认为 是 希 尔 伯 特 ， 虽 然 他 的 
观点 与 形式 主义 还 有 -- 些 区 别 ， 并 且 有 些 观点 还 与 还 辑 主 义 、 
直觉 主 义 有 共同 之 处 .项 尔 伯 特 提出 了 一 个 纲领， 其 主要 观点 
是 : 首先 将 数学 理论 形成 化 ， 然 后 用 有 限 的 方法 证 明 形 式 系 统 
的 无 单 秆 性 ,这 里 所 说 的 形式 系统 ， 是 实现 了 和 初 底 的 抽象 化 和 
符号 化 的 系统 ， 在 这 种 系统 中 、 概 念 成 了 毫 泡 现实 意义 的 各 种 
符号 ， 命 题 成 了 一 个 个 由 抽象 符号 组 成 的 公式 ， 排 导 也 成 了 宙 
象 公式 的 某 种 变形 . 

看 尔 们 特 的 纲领 ， 由 于 可 德尔 在 1931 后 证 明 的 两 个 不 完 
全 性 定理 而 宣告 失败 ， 

希 尔 们 特 在 提出 各 实施 这 个 网 领 的 过 程 中 。 阁 次 明确 区 分 
了 三 种 数学 型 论 : -是 韭 形式 化 的 数学 理论 ; :是 将 第 -种 数 
学 理论 形式 化 而 构成 的 声 式 数学 系统 : 大 以 形式 数 涪 系统 为 
研究 对 象 的 理论 ， 即 元 数学 战 汪 时 论 ， 疹 尔 伯 特 的 "形式 化 "网 
领 虽然 失 败 了， 但 他 建立 的 元 数学 却 得 到 了 人 发展， 成 为 数学 一 
个 重要 的 新 分 支 . 

一 大 数学 流派 虽然 对 20 惰 纪 数学 的 发 展 作出 了 贡献 ， 但 
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都 没有 解决 数学 向 何 处 去 的 问题 ， 其 共同 的 致命 嚼 点 就 是 否认 
数学 是 值 根 十 现实 世界 的 ， 归 根 结 底 要 受到 现实 世界 的 检验 ， 
三 、 数 学 怎样 论证 

前 两 告 我 们 对 数学 思想 进行 了 客观 打 描 ， 现 在 四 到 微观 广 
而 米 ， 荣 一 数学 体系 是 怎样 建立 起 米 的 ? 某 -- 数 学 命题 是 如 何 
证 晶 的 ?这 社 及 到 数学 思想 中 另 个 最 重要 的 是 面 ， 即 大 们 在 
解决 全体 的 数学 问 是 时 所 用 到 的 思想 ， 也 就 是 我 们 通常 所 说 的 
数学 解 题 思想 ， 杯 书 从 第 一 章 起 ， 上 要 讨论 这 类 思 息 .在 没有 
特别 说 明 的 情况 下 ， 都 是 在 这 一 意义 下 使 用 数学 思想 这 . -名 
词 的 ， 

我 国 著名 数学 家 徐 利 治 先生 提出 了 "宏观 数学 方法 论 " 与 
“微观 数学 方法 论 " 的 划分 ,按照 徐 先生 的 意见 ， 关 于 数学 发 展 
规律 的 研究 ， 属 于 宏观 的 数学 方法 论 ， 微 规 的 数学 方法 论 则 研 
究 数 学 中 的 发 现 、 发 明 与 创新 等 法 则 . 

根据 徐 先生 的 这 -划分 ， 本 和 凶 谈 到 的 第 一 、 第 二 类 数学 总 
想 应 该 属于 “宏观 的 数学 方法 论 "， 而 第 三 类 数学 思想 点 无 疑问 
应 属于 “微观 的 数学 方法 论 ”. 

即使 在 微观 的 数学 思想 方法 方面 ， 也 是 名 上 自 繁 多 .通常 所 
见 ， 如 优化 思想 、 随 机 思想 、 划 分 思想 、 集 合 思 想 ，、 映 射电 
想 、 函 数 思 想 、 方 往 思想， 还 近 上 思想、 递归 思想 的 此 种 种 ， 
不 一 而 足 ， 但 究 其 日 的 ， 还 是 为 了 最 后 解决 问题 ， 所 以 为 了 说 
话 的 方便 ， 我 们 把 御 三 类 数 堂 思想 或 微观 的 数学 思想 方法 简称 
为 数学 解 题 思想 . 

1. 数学 解 题 思想 

数学 思想 既然 是 人 们 在 解决 数 党 问题 时 所 用 到 的 忠 想 ， 厅 

订 避 免 地 必须 与 具体 的 数学 内 容 相 关 ， 虽然 两 者 并 不 完全 相 
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同 ， 但 却 有 着 不 可 分 割 的 联系 ， 前 洗 旦 解决 后 者 的 指导 思想， 
后 背 是 运用 前 者 的 县 体 成 果 ， 因 此， 本 书 采用 以 数学 问题 为 中 
心 来 立 述 数 党 思想 的 力 法 .力戒 纯 扫 和 象 的 议论 ， 

我 们 用 著名 的 "七 桥 问题 "为 例 来 说 明 村 么 是 数学 思想 ， 

18 世纪 时 ， 守 普 崩 士 的 车 尼 AAA 
斯 织 市 ( 今 属 立陶宛 共和 国 ) 域 内 “ 耻 
有 -一条 大 河 ， 谭 中 有 两 个 小 岛 ， \ 广 
全 城 被 大 河 分 割 成 A，B，(， pppyy 
了 D 下 块 陆地 ， 河 上架 有 七 座 桥 ， 8 
把 四 块 陆地 像 图 1 -1 那样 连接 1 
硅 一 起 ， 当 时 许多 市 民 都 热衷 于 
解决 如 下 的 一 个 难题: 

一 个 散步 者 能 否 从 某 … 块 陆地 出 发 ,不 重复 地 经 过 每 座 桥 
一 次 ， 最 后 回 到 原来 的 出 发 点 ， 

这 就 是 有 各 的 哥 尼 斯 煲 七 桥 问题 ， 

这 个 问题 似乎 不 难 解决 ,试验 起 来 也 比较 容易 ， 所 以 吸引 
了 许多 人 部 想来 试 让 看、 但 趾 日 复 一 日 淮 也 没有 成 功 ， 于 是 有 
人 便 吾 信 向 当时 著名 的 数学 家 欧 拉 求 教 ， 欧 拉 毕 竟 是 -位 数学 
家 ， 他 并 没有 徒劳 无 容 地 再 去 重复 人 们 已 多 次 失败 半 的 试验 ， 
而 是 首先 产生 了 -种 直觉 的 猜想 : 许 客 大 干 百 次 的 失败 ， 也 许 
意味 着 这 翌 的 趾 法 根本 就 不 存在 . 于 是 欧 拉 把 “七 桥 同 题 " 进 行 
了 数学 的 抽象 , 用 太 ， ,CD 四 个 点 表示 四 块 陆地 ， 用 两 
点 间 的 -- 茶 连 线 表示 连接 两 块 陆地 之 间 的 - 座 桥 ， 就 得 到 了 如 
图 1 一 2 那样 的 一 个 由 一些 点 和 和 点 与 点 之 辣 的 -: 些 连 线 组 成 的 
图 形 ， 这 种 图 形 在 今天 的 数学 中 称 为 "图 "十 是 ， 所 谓 的 “七 
桥 问 题 "就 转化 为 -个 像 图 1 -2 邦 样 的 图 是 否 可 以 "一 笔画 "的 
何 题 ， 
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什么 叫 * 一 笔画 " 呢 ? 那 就 是 笔 不 准 离 4 
开 纸 ，-- 气 画 成 一 个 图 但 每 一 条 线 都 只 


许 画 一 次 ， 不 得 重复 ， 现 在 的 问题 古人 p 
图 1 一 2 那样 的 同 能 再 一 笔 两 昵 ? 1736 年 《 - 
欧 拉 终 于 严格 地 证 明了 ， 答 案 是 否定 的 。 人、 一 


问题 的 证 明 并 不 难 瑞 解 ， 如 果 一 个 图 8 
可 以 一 笔画 的 证 ， 那 么 除了 超 点 和 终点 之 图 1 一 2 
外 ， 我 们 把 其 余 的 点 称 为 中 癌 点 ， 对 于 每 一 个 中 问 点 都 必须 满 
是 一 个 条 件 ; 与 这 个 点 相连 的 线 必 定 有 偶数 条 、 因 为 对 任何 - - 
个 中 间 点 来 说 ， 由 于 它 不 是 起 点 ， 画 筷 必 然 沿 某 一 条 线 到 这 此 
点 ; 又 由 于 它 不 是 终点 . 画笔 又 必然 要 沿 另 :条 线 离开 此 点 ， 
这 样 进 人 这 点 几 次 ， 就 更 离开 这 点 同样 多 次 ， 一 -进出 ， 两 两 
配对 ， 所 以 与 这 个 中 间 点 相连 的 线 必须 是 偶数 条 。. 这 就 证 明 
了 :个 林 以 一 笔画 的 图 最 多 只 能 让 两 个 点 ， 即 起 点 和 终点 ， 
叶 以 由 奇数 条 线 柑 连 (这 样 的 点 称 为 奇 点 ); 其 余 的 中 间 点 者 必 
贫 与 偶数 条 线 相 连 ! 称 为 偶 点 )。 而 图 1 -2 中 ，A，B， DD 都 与 
3 条 线 相连 ，C 则 与 5 条 线 相连 ， 四 个 点 都 星 奇 点 ， 所 以 图 
1 一 2 是 不 能 一 笔 二 的 .从 而 证 明了 “七 桥 问 题 " 所 下 求 的 走 法 是 
不 存在 的 . 

曾经 难 倒 过 许多 人 的 "七 桥 问题 "， 就 这 样 简单 而 贺 满 地 解 
决 了 ,. 但 是 ， 作 为 一 个 数学 家 ， 欧 拉 当 然 不 会 只 满足 于 "七 桥 
问题 的 解决 ， 他 很 快 又 进 一 毕 注 识 到 : “图 " 旺 有 极 丰 富 内 容 的 
数学 对 象 ， 他 黎 感 地 意识 到 一 门 新 的 几何 学 即将 诞生 .这 种 几 
何 学 将 不 同 于 传统 的 欧 几 里 得 几何 ， 它 不 芍 虑 同形 的 形状 和 度 
重 关 系 ， 只 着 眼 于 研究 图 形 中 点 与 线 之 间 的 位 置 闫 系 、 或 者 说 
它们 之 间 相 五 连 接 的 情况 ， 丁 是 在 餐 拉 和 其 他 - 些 数 学 家 的 共 
同 的 力 下 ， 一 个 新 的 数学 分 莹 建立 起 来 了， 网 拉 当 时 称 它 为 
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“位 置 几何 学 "， 现 在 则 称 为 "图 论 ". 

图 论 这 -新 的 数学 分 支 建 立 起 来 后 ， 应 用 数学 家 很 快 地 为 
它 在 生产 、 牛 活 中 找到 本 极为 广泛 的 应 用 ,因为 许 乡 问题 所 研 
究 的 对 象 ， 都 是 其-… 类 特定 的 事物 和 这 些 事物 之 间 的 某 种 半 
系 。 如 果 用 一 些 点 来 表示 某 - -类 特定 事物 的 某 些 元 素 。 用 点 
与 点 之 间 的 连 线 表示 它们 之 问 的 某 种 关系 ， 就 得 到 一 个 图 . 换 
个 话说， 图 可 以 作为 许多 实际 问题 的 数学 模型 ， 从 而 估 们 可 以 
伴 助 于 图 论 的 方法 去 研究 原来 的 实际 问题 。 于是， 人们 最 后 扼 
开 由 点 与 线 给 成 的 儿 何 图 展 、 把 图 的 概念 进一步 抽象 化 ; 

设 V 是 一 个 有 限 集合 ， 它 的 元 素 称 为 点 ; 下 是 V 的 点 所 
组 成 的 无 序 对 所 成 的 集合 的 -个子 集 ， 它 的 元 素 称 为 线 ， 则 二 
元 组 Y 和 王 一 起 称 为 一 个 图 (这 里 的 图 指 的 是 无 向 图 ). 

从 “七 桥 问题 "的 试验 吧 图 论 这 数学 分 支 的 建立 ， 订 以 使 
我 们 从 中 清楚 地 看 到 数学 思想 运行 的 轨迹 ; 

(1 ) 首 先 ， 欧 拉 把 一 个 实际 问题 通过 抽象 转化 为 -- 个 数学 
问题 . 

(2 ) 欧 拉 构 造 了 图 1- 2 那样 的 :个 图， 通过 映射 (陆地 映 
射 为 点 ， 桥 映射 为 线 ) 实 现 了 (1 ) 所 要 求 的 转化 ， 

(3 ) 问 题 转化 为 解决 一 笔 画 问 题 ， 欧 拉 利 用 逻辑 分 类 的 方 
法 把 图 中 的 点 分 成 奇 点 和 侦 点 、 问 题 再 -次 转化 为 讨论 奇 点 的 
个 数 问题 

(4 ) 册 于 奇 点 的 个 数 非常 明星。 问题 得 以 解决 ， 但 数学 家 
并 不 就 此 满足 ， 棕 -次 把 这 个 具体 的 图 抽象 化 ， 转 化 为 二 元 
关系 ， 

(5 ) 再 构造 两 个 抽象 的 集合 和 它们 之 问 的 关系 ， 给 出 图 的 
一 般 定义 ， 建 立 起 “图 论 ” 这 - -新 的 数学 分 支 ， 

从 王 而 这 个 例子 中 ， 我 们 一 方面 看 到 了 数学 家 尝 而 不合 
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不 断 创 新 的 思想 品质 ， 另 方面 也 看 到 了 数学 家 优秀 的 思维 品 
质 ， 这 其 中 含有 敏锐 的 育 觉 、 侣 至 的 狂想、 正确 的 解 次 ， 愉 当 
的 推广 。 他们 解决 问题 的 思想 ， 主 要 是 转化 和 构造 所以， 我 
们 证 为 数学 思想 的 本 质 ， 企 二 转化 和 构造 。 转 化 是 思 锥 的 进 
程 、 构 造 是 实现 的 手段 ， 不 断 地 转化 和 构造， 就 成 为 解决 数学 
问题 的 主线 ， 所以， 本 书 从 第 … 章 以 后 ， 主 要 围绕 转化 和 构造 
这 两 大 思想 来 展开 讨论 . 
2, 数学 思想 与 数学 方法 . 

最 后 我们 谈 谈 究竟 作 么 是 “数学 思想 "? 什么 又 是 “数学 
方法 "? 两 者 之 个 有 何 联 系 与 区 别 ? 

首先 ， 我 们 认为 : 在 本 书 开 始 提 到 的 三 类 数学 思想 中 的 前 
两 类 ， 盟 然 对 数学 学 科 的 发 展 具 有 指导 性 的 作用 ， 非 常 重 要 . 
但 是 在 解决 某 一 具体 数学 问题 时 ， 并 不 具有 方法 论 的 意义 ， 
所 以 ， 我 们 只 把 它 称 为 "数学 思想 ”， 而 不 称 为 “数学 方法 "， 

本 书 主要 讨论 第 三 类 数学 思想 ， 它 指 解决 其 体 数学 问题 时 
用 到 的 一 些 思想 .这些 忠 想 中 又 包含 着 力 法 .我们 还 是 从 具体 
问题 入 手 进行 讨论 . 

设 a， 上， Fc 为 人 ABC 的 过，S 为 面积 , 求 还 : 

ci 十 百 2+ ed4w3S . 人 

本 题 是 第 3 届 间 际 中 学 后 数学 竞赛 试题 ， 数 十 年 来 人 们 对 
它 一 直 很 感 兴趣 ， 研 究 出 了 多 种 相同 的 解法 ， 但 笔者 仍然 欣赏 
下 面 这 种 解法 : 

首先 垢 虑 ， 妆 会 ABC 为 正二 角形 的 特殊 情况 时 (如 图 
1 -3 )， 我 们 有 w 4-e，S= 了 cbsinC= ) assin60" -二 3， 
a ， 这 时 显然 有 

4v3S=3a2 一 oa2+b2+e2， 
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即 当 全 ABC 为 正三 角 拱 时 ，: 了 D 式 是 成 六 的 (等 号 成 立 )， 
下 一 步 我 们 设想 将 一般 王 册 形 向 正三 角 拱 转化 ， 


C Cc 
A : 
A A ~ 
b ”~ 
1 , 
7 T AN 
B 二 ， 
4 4 B 
[对 | 吝 


青 下 一 步 设计 出 具体 的 转化 方案 。 构造 一 个 边 长 为 
4 多 + 的 正三 信 形 ABC"， 设 其 面积 为 了 让 等 周 定理 ， 


知 SL， 
要 证 山 式 ， 可 转让 肝 强 的 不 等 式 : 
413TEa +h +e, @ 

由 于 了 已 是 可 计算 的 ， 从 而 问题 已 获 解 决 ， 

在 本 题 的 解法 中 ， 用 划一 层 思 配 : 

第 一 层次 运用 了 从 特殊 到 一 般 的 思想 . 它 是 解决 任何 问题 
都 可 能 用 到 的 思想 ， 当 然 也 是 解数 学 问题 要 用 到 的 思 楼 . 

第 二 层次 运用 了 转化 和 构造 的 思想 ， 它 设想 把 一 般 二 角形 
的 问题 转化 为 特殊 的 正三 角形 处 理 。 并 构造 出 这 样 的 正三 
角 形 . 

第 三 导演 用 到 等 周 化 的 思想 .根据 它 可 以 实际 构造 出 正三 
角形 4 了 CC ， 蝎 可 上 其 体 计 算出 不 等 式 凶 成立， 具有 很 强 的 操 
作 性 、 而 屿 与 具体 的 数学 内 容 的 联系 也 更 为 紧密 ， 

外 此 可 见 ， 我 们 谈 的 第 一 类 数学 思想 也 可 以 划分 为 三 全 不 
辣 的 斋 次 ; 

第 一 层次 是 广泛 意义 上 的 数 党 思想， 它 是 人 人们 在 对 竺 科学 
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研究 、 生 产 斗 争 ， 芝 至 立身 处 世 、 齐 家 治国 都 可 能 自觉 或 不 目 
觉 地 用 到 的 一 些 思想 在 数学 中 的 表现 . 这 种 思想 在 数学 中 得 到 
更 清楚 的 表述 和 更 有 效 的 运用 。 如 概念 精确 化 的 思想 ， 量 变 与 
质 这 的 思想 ， 蛮 化 与 不 变 的 思想， 整体 与 局 部 的 思想 ， 特 殊 与 
一 般 的 思想 ， 以 退 求 进 的 思 棚 等 等 . 这 一 类 思想 虽 非 数学 所 专 
有 ， 但 在 数学 思想 中 经 常 地 使 用 它们 ， 不 可 或 离 ， 并 旦 经 过 了 
数学 化 的 表述 ， 因 此 也 是 数学 岂 想 的 … 个 层次 ， 

第 二 层次 是 指 那 些 与 思维 模式 紧密 联系 的 思想 在 数学 中 的 
表现 .这 类 数学 思想 的 -个 重要 特征 是 它 不 依赖 具体 的 数学 内 
容 而 存在 ， 曾 在 各 种 逻辑 思维 方法 中 广泛 地 使 用 ， 查 在 数学 中 
使 其 精确 化 、 规 范 化 ， 因 市 深 深 地 打上 了 数学 的 烙印 ， 充 分 地 
数学 化 而 成 为 .种 数学 思想 ， 如 通常 的 币 象 与 概括 的 思想 、 归 
纳 与 演绎 的 思想 、 类 比 与 猜想 的 思想 、 转 化 与 构造 的 思想 、 公 
理化 与 模型 化 的 思 柜 等 等 。 都 是 这 -- 层 次 的 数学 思想 ， 

第 三 层次 是 指 人 人 们 在 建立 某 一 具体 数学 理论 或 解决 某 -有 具 
体 数 学 问题 时 所 用 到 的 思想 ， 这 -层次 的 特点 是 它 与 相应 的 数 
学 内 容 不 可 分 离 ， 在 抽象 的 程度 上 还 不 能 脱离 具体 的 数学 内 
容 ， 不 具有 普遍 性 .如 初等 数学 中 的 方程 思想 、 函 数 思 想 ， 高 
等 数学 中 的 极限 思想 、 群 的 忠 栋 、 高 维 空间 的 思想 等 等 ， 痢 应 
属于 这 一 层次 的 数学 思想 , 

上 述 数 学 思想 的 二 个 层次 的 划分 只 县 有 相对 的 意义 ,它们 
之 间 并 没有 明确 的 界线 . 

(1 ) 在 研究 任何 一 个 具体 的 数学 问题 时 ， 三 个 层次 的 数学 
思想 总 是 交叉 使 用 的 . 第 一 层次 的 思想 大 抵 相 当 于 哲学 思辨 的 
层次 ; 第 二 层次 的 思想 则 相当 于 罗 辑 分 析 居 次 ; 第 基层 次 的 思 
想 则 相当 于 知识 运用 的 层次 ， 如 用 解 题 作 比 喻 ， 第- - 居 次 的 数 
学 思想 大 抵 相当 于 通常 所 说 的 解 题 策略 ， 第 二 层次 的 数学 思想 
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大 抵 相 当 上 于 解 题 方法 ， 第 三 层次 的 数学 思想 则 相当 于 解 题 工 具 ， 

{2 ) 数 学 思想 的 层次 性 除了 上 上述 的 一 个 层次 之 外 ， 每 一 个 
层次 还 可 分 成 车 下 层次 .个 较 低 层次 的 数 党 思想 经 过 适当 的 
抽象 就 成 为 一 个 较 高 层次 的 数学 思想 反 过 来 ,一 个 较 高 层次 
的 数 党 思想 有 具体 地 接触 到 时 “特定 的 数学 对 象 就 转化 为 较 低 层 
次 的 数学 思想 。 特别 地 ， 当 革 一 数学 思想 已 可 对 菜 些 数学 对 象 
具体 操作 的 时 候 ， 就 称 为 "数字 方法 ”. 

(3 ) 数 学 方法 回 样 具有 层次 性 ， 用 “可 操作 性 ?来 区 分 数学 
思想 与 数学 方法 ， 仍 只 有 具有 相对 的 意义 ， - 般 地 说 ， 一 种 思想 
方法 ， 押 蒙 的 程度 愈 识 .就 伸 缺 去 可 操作 性 ; 抽象 的 程度 愈 
低 ， 就 僵 且 有 本 操作 性 ,一 种 数学 思 柜 ， 对 于 比 其 更 抽象 的 数 
学 由 想 而 言 可 能 是 一 种 数学 方法 ; 相反 对 于 比 其 抽象 程度 更 低 
的 数学 方法 来 觉 ， 它 又 可 能 是 数学 思想 ， 

因此 ， 数 学 思想 与 数学 方法 很 难 作 硬性 的 区 分 ， 在 一 般 场 
合 ， 统 称 为 数学 思想 方法 是 适宜 的 ， | 

例 1 解 方 程 

ta3_ 3 +l 
5 2 
通过 去 分 标 、 移 项 ， 原 方 税 化 为 
20* -15x +1=0., 
f 令 = vy， 把 双 二 次 方程 化 为 二 次 方程 
2 一 1Sv+1-0， 
十 蚌 便 可 利用 已 熟知 的 … 次 方程 夹 根 公 式 来 解 了 ， 

这 个 问题 虽然 很 简单 ， 但 却 交 六 地 使 用 子 各 个 层次 的 数学 
思想 .首先 它 运用 了 标准 化 与 典型 化 的 思想 ， 因 为 解 -… 元 四 次 
方程 很 不 方便 ， 但 解 一 元 二 次 方程 却 是 很 简单 的 ， 对 于 称 准 的 
一 元 二 次 方程 有 固定 的 解 题 公式 ， 所 以 解 题 者 首先 想到 把 非 标 
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准 的 对 象 转 化 成 标准 对 象 . 这 是 第 -层次 的 思想 .其 次 它 运 用 
了 转化 思想 ， 这 是 第 二 层次 的 思想 。 再 次 ， 还 用 了 变量 代 换 的 
思想 ， 这 是 第 三 层次 的 思想 .转化 是 一 种 数学 思想 ,但 具体 到 
本 题 中 ， 去 分 母 、 移 项 等 是 可 以 具体 裕 作 的 ， 因 而 也 是 一 种 数 
学 方法 。 义 变量 替换 一 般 地 说 也 是 一 种 数学 患 想 ， 但 它 较 之 转 
化 这 - -数学 思想 别 然 抽象 程度 较 低 ,而且 在 本 题 中 ， 它 具体 地 
为 转化 思想 服务 ， 具 有 令 y= x? 这 桩 的 可 操作 性 ， 所 以 又 是 
一 种 数学 方法 . 

例 2 设 正 整数 不 等 于 2，5，13 证明; 在 集合 12， 
5，13， | 中 可 以 找到 两 个 不 同 苞 素 4a，5， 使 由 -1 不 是 完 
全 平方 数 ， 

这 是 1986 年 于 波兰 华沙 举行 的 第 27 居 国 际 中 学 生 数 学 竞 
赛 坛 题 . -种 解法 如 下 : 

壤 2d 一 1 ,Sd 一 1, 13d -1 都 是 完全 平方 数 , 则 必 24d -1 
=0,1(mod4). sd -1=0, 1{nmod4) ,13d -13=0, 1(mod4). 

《二 当 cs 关 0，2(mod4),， 则 24 -1 三 3(mod4), 闻 盾 . 

(2) 当 4 二 1med4), 则 今 9 =4h+1， 

车 二]1, 2(modd), 则 5a 一 1=22(54 +1), 而 5h +1 尘 2， 
3{mod4), 政 盾 . 

着 上 三 0, 3mod4), 则 13d 一 ] =22(13h ++3), 而 13h+3 
寺 2,3(mod4), 牙 盾 . 

(3) 当 三 3(mod4), 则 54 一 1 寺 2(mod4), 节 居 ， 

综 上 所 述 ， 不 论 d 为 何 种 正 整 数 ,，20 一 1], 5q 一 1,， 13¢ 
一 1 中 至 少 有 一 个 非 平 方 数 ， 从 而 命题 得 证 . 

在 本 是 的 解法 中 ， 也 交叉 乳 使 用 各 个 层次 的 数学 思想 , 首 
先 ， 它 运用 了 正面 和 反面 ， 特 处 与 一 般 等 第 -层次 的 数学 思 
想 、 其 次 它 运 用 了 逻辑 分 类 、 穷 举 归纳 、 转 化 [把 判断 平方 数 
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转化 对 模 4 的 余数 的 讨论 ) 、 分 步 {( 对 d 三 1 (mod4 ) 肯 分 类 ) 等 
. 第 二 层次 的 数学 思想 .再 次 ， 它 使 用 了 同 余 等 第 三 层次 的 数学 
思想 ， 同 余 本 是 一 种 重要 的 数学 叫 想 ， 但 在 本 题 中 心 作为 实现 
“分 类 "这 种 更 抽象 的 数 党 思想 的 工具 、 在 模 4 上 其 体操 作 ， 又 
变 成 一 种 数学 方法 , 
3. 两 种 基本 思想 一 一 构造 和 转化 

数学 解 题 思想 如 此 纷繁 ， 我 们 却 选 取 转 化 思想 和 构造 思想 
作为 天 大 基本 思想 ， 这 样 做 的 理由 在 哪里 呢 ? 

首先 、 从 字 曾 上 讲 ， 转化 就 是 把 一 种 形式 变 成 另 - _ 种 形 
式 ， 解数 学 题 ， 其 内 容 虽 然 千 差 万 别 ， 伺 就 其 形式 看 ， 无 非 
是 从 条件 出 发 ， 逐步 向 结论 千克 ， 每 靠近 -- 步 ， 都 是 一 种 转 
化 ， 可 以 豪 不 专 张 地 赔 ， 转 化 能 力 的 高 低 是 衡量 数学 家 解 题 能 
力 的 重要 标志 ， 

从 基 种 意义 上 讲 . 许多 数学 思想 都 可 归结 为 转化 思想 的 一 
种 或 作为 实现 转化 的 一 种 手段 例如， 变量 替换 是 -一 种 重要 的 
数学 思想 。 欲 解 双 二 次 方程 

| 1 -bri+5=0, 
我 们 利用 宏 量 杰 拉 的 叫 想 ， 令 1? = yw、， 则 这 个 双 二 次 方程 转 
化 为 : 

-6y+5=0, 

运用 实 晶 替换 这 … 数 学 的 思想 的 目的 ， 是 为 了 完成 从 双 二 次 方 
程 向 二 次 太 程 的 转化 . 在 这 里 转化 是 最 基本 的 思想 ， 安 星 硅 换 
只 是 为 完成 这 … 转 化 而 用 到 的 较 低层 次 的 思想 ， 它 可 以 归结 为 
转化 思想 的 … 种 手段 ， 

又 例如 ， 我 们 证 明 余 强 定 蛙 ， 

在 全 ABC 中 ， 设 e，5，( 分别 为 A，AB，LC 的 对 
边 ， 则 有 有 
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ath 2apeosf , 

在 论证 这 一 定理 时 ， 我 们 运 几 了 分 类 的 思想 ， 按 避 为 让 
角 、 锐 角 、 印 角 来 分 巢 汗 论 。 代 是 从 根本 上 看 ,这 是 一 种 转 
化 ,把 一 个 整体 的 问题 转化 为 一 个 较 小 的 问题 ， 以 便 分 而 灌 
之 ， 各 个 击 令 . 在 这 告 ， 分 类 岂 想 只 是 实现 转化 的 方法 ， 

在 数学 中 论证 问题 般 采 用 演绎 法 与 分 析 法 。 按照 演绎 法 
的 推理 过 程 : 

若 有 及 ， 必 有 上 8B; 

若 有 BB, 必 有 人 C; 


芷 有 YY， 必 有 了 ， 
从 条 件 A 到 结论 Z 表现 为 命题 : 

车 有 有 AA， 则 有 2Z. 
在 演绎 过 程 中 ， 每 前 进 步 ( 不 管 它 是 着 过 什么 数学 思想 方法 
来 实现 的 )， 都 实际 上 完成 六 一 种 转化 ， 却 把 命题 

车 有 和 A， 必 有 22 
的 形式 、 转 化 为 命题 

车 有 BB, 必 有 2 
的 形式 ,通过 不 断 地 转化 ， 逐 步 将 条 件 A 与 结论 Z 联系 起 来 ， 
获得 了 问题 的 解决 

因此 ， 把 转化 思想 作为 - -种 基本 的 数学 思想 是 合理 的 、 必 
要 的 . 

但 是 ， 转 化 并 不 总 是 永远 畅通 无 阻 的 . 正 像 走路 一 样 ， 我 
们 要 迈 向 目的 地 一 一 结论 ， 从 条 件 出 发 ， 不 断 地 从 一 处 转向 另 
一 处 ， 逐 浙 向 结论 谷 氟 .但 有 的 地 方 却 无 法 过 去 ， 需 可 修筑 谱 
路 ， 架 设 桥梁 ， 这 就 需要 枸 造 . 例如 ， 我 们 要 证 明 几 何 命题 : 

等 狠 樟 形 的 底 角 相等 。 
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在 等 腰 梯 形 ABCD 中 ，4B = DO，A4DA BC ， 求 证 : 
了 B=AC (如 图 1-4)， 

签证 两 各 相等 ， 可 转化 证 两 个 全 等 有 4 万 
三 角形 的 对 应 角 榭 等 . 但 是 ， 现 在 并 不 
存在 两 个 现成 的 全 等 三 角形 以 供 转 化 ， 
所 以 ， 过 4 作 辅 助 线 AFE LBC, 过 也 
作 DF BBC， 构造 出 两 个 全 等 的 直 稍 二 
角形 ， 下 一步 就 可 转化 为 论证 疯 个 三 角 
形 全 等 了 . 

又 例如 ， 组合 数学 中 有 一 个 著名 的 禾 1-4 
拉 姆 赛 数 问 题 : 

平面 上 有 na 个 点 ,将 它们 两 两 之 闻 连 -条 线 ， 称 为 完全 
2 边 形 . 现在 将 一 个 完全 边 形 的 所 有 线 都 染 成 黑 、 白 两 种 
颜色 ， 如 果 能 保证 不 管 怎样 染色 ， 一定 会 出 现 - 一 个 完全 由 黑色 
线段 组 成 的 完全 户 边 形 ， 或 者 出 现 一 个 完全 由 白色 线段 组 成 
的 完全 9 边 形 ， 满足 这 - -条件 的 最 小 下 融雪 ， 称 为 所 赛 交 


记 作 
Rip, g9)=n. 全 、 


已 经 知道 R(3, 3)=06 8， 村 证 四 这 一 结论 必 公 - 
须 分 申 个 片面 .一 上 太 商 证 明 ， 在 6 点 之 间 两 两 连 

-条 黑 线 或 白 线 ， 至 少 会 出 现 -个 黑色 的 二 角形 和 
或 一 个 白色 的 三 角形 。 另 一 方面 ， 必 须 证 明 存 5 
点 之 间 两 两 连 一 条 黑 线 或 白 线 ， 可 能 出 现 既 没有 
白色 线段 组 成 的 三 角形 也 没有 黑色 线段 组 成 的 三 角形 的 情 
况 ,为 了 证 明 后 者 ， 我们 很 难 把 它 转化 为 男 一 合 题 ， 必 须 构 造 
出 这 样 的 -种 连 线 法 、 企 它 的 确 不 出 现 同色 的 三 角形 .只 守 移 
造 出 图 1 5， 就 完成 我们 的 证 明 ， 


图 1-5 
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出 此 可 见 ， 转 化 和 构造 是 数学 思想 中 的 两 个 基本 思想 ， 其 
他 的 一 些 思想 从 菜 种 角度 看 可 以 妇 结 到 这 两 种 基本 思想 中 来 ， 
因此 ， 解 数 掌 题 的 过 程 ， 可 以 奉 作 基 转 化 与 构造 交互 使 用 ， 逐 
步 推进 的 过 程 ， 
4. 数学 思想 方法 的 分 类 

基体 的 数学 思想 、 名 日 繁 多 .通常 所 凡 ， 有 逻辑 思想 、 非 
效 辑 思想 、 构 造 思 想 、 转 化 蝶 想 、 公 理化 思想 ， 数 学 模型 思 
想 、 优 化 思想 ，、 随 机 思想 、 芭 分 思想 ， 集 合 思 想 、 映 射 因 想 、 
函数 思想 、 方 程 思想 、 数 形 结 台 思 档 、 逐 次 逼近 思 柜 、 极 限 思 
起、 递归 思想 、.- 般 化 思想 特殊 化 思想 、 演 绎 屿 想 、 归 纳 轧 
想 … 凡 此 种 种 ， 不 -而 是 ! 

数学 思想 方法 如 此 纷繁 ， 当 然 给 研究 带 来 困难 ， 因 此 有 必 
要 对 它 进 行 适当 的 分 类 ， 要 对 数学 思想 方法 进行 分 类 ， 首 先 得 
有 -- 个 分 类 的 标准 ， 例 如 ， 吉 以 从 它 们 的 层次 性 、 功 能 性 学 
科 属 性 等 方面 提出 分 类 标准 ， 究 竟 应 该 采用 什么 标准 分 类 ， 在 
目前 所 见 的 文献 中 似乎 还 缺少 这 方面 的 研究 工作 。 我们 认为 ， 
关于 数学 思想 方法 分 类 的 综合 研究 ， 还 有 束 寺 对 各 种 数学 思想 
方法 及 其 相互 关系 的 研究 工作 的 积累 和 深信， 在 没有 提出 对 繁 
多 的 数学 思想 进行 分 类 的 合适 的 标准 之 前 ， 选 择 若 二 能 够 体现 
数学 和 数学 思想 的 本 质 特 征 的 思想 ， 四 以 统领 和 概括 其 他 各 种 
数学 思想 ， 组 织 成 一 定 的 体系 ， 应 该 是 一 种 可 行 的 研究 方法 ， 

我 们 在 前 面 已 经 把 “构造 "和 ”转化 "作为 两 个 基本 的 数学 思 
想 方 法 ， 那 昆 从 层次 和 功能 两 个 方面 着 眼 的 ， 

首先 不 难 发 更 ， 上 面 所 列 的 种 种 数学 思想 并 非 完全 处 于 同 
-- 个 层次 上 ， 逻 辑 思想 、 非 逻辑 胃 想 、 攀 造 思 想 、 转 化 思想 等 
的 层次 较 高 ， 而 方程 思想 、 函 数 思 想 、 极 限 思想 的 层次 较 低 。 
如 函数 思想 可 归 人 映射 思想 ， 而 极限 思想 则 本 妇 入 过 次 通 近 思 
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钴 ， 和 而 映射 轴 想 和 连 次 通 近 岂 想 最 后 亦 将 归 信 转化 或 构造 的 电 


rE 


乌 ， 从 这 个 意义 于 进 ， 似 平 应 该 按 层 次 性 对 数学 思想 方法 进行 
分 类 . 

全 是 ， 另 市面 ,单纯 地 按时 次 性 进行 分 类 ， 有 时 并 不 
方便 . 


俩 但 、 乙 两 队 各 出 7 了 务 队 员 按 事先 排 好 的 脐 序 出 场 参加 
笠 殿 据 台 赛 ， 双 方 先 由 | 号 队员 比赛 ， 负 者 被 淘汰 ， 胜 者 再 与 
负 方 2 呈 队 员 比 赛 ，… 直 到 有 -- 方 队员 全 变 淹 法 为 止 、 另 一 方 
获得 得 利 ， 形 成 一 种 比赛 过 程 . 那么 所 有 可 能 出 现 前 比赛 过 程 
有 光 少 种 ? (1988 年 任国 数学 克 赛 商 中 联赛 试题 ) 

解法 …: 我 们 只 要 .上 兽 虑 出 队 获 胜 的 情况 就 可 以 了 ， 因 为 由 
二 对 称 性 ， 忆 队 获 胜 的 情况 与 甲 队 获 脏 的 情况 是 一 样 才 的 ， 我 
们 吕 妆 能 求 出 甲 队 获 胜 比 赛 过程 的 种 数 ， 再 矢 以 2， 就 得 到 爹 
部 比赛 过 程 的 种 数 ， 

这 用 队 队 员 出 场 顺 序 为 A!，A;…， 及 1?，A; 获胜 的 局 数 
为 和 rs 7， 则 有 方 各 

| 7 DD 

妃 妇 ， 甲 方 装 肚 的 比赛 场次 的 集合 与 不 定 方 程 作 的 非 负 整 
数 辐 集 之 癌 叮 建立 一 村 应 的 美 系 . 例 如， 不 定 方程 全 的 非 贷 
执 数 解 

(2,. 0. 0. 1, 3, 1. 0) 
总 对 度 这 样 一 种 比赛 过 程 : 

总 | 星 沁 局 ， 即 击败 了 B)，B; 但 负 于 1; Bs 连 胜 局 ， 
加 肚 玉 及， 及， 有; 位 负 于 A; A 仪 胜 请; - -局 即 身 于 5 
3 连用 六，B5，8B6 但 灸 二 B;; A6 战胜 B;， 比 赛 结束 。 

叮 知 ， 玮 队 著 胜 的 不 同比 赛 过 程 总 数 是 六 程 中 的 非 负 整数 
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解 的 个 数 C4. 
解法 二 ， 考 虚 由 7 个 BB 和 6 个 AA 排 成 的 序列 例如: 

AABBBABBABAAB 全 

序列 名 对 应 这 样 一 场 由 甲 队 获 胜 的 比赛 : 第 1，2 局 申 队 的 

认 ) ， 扩 ;被 淘汰 、 第 3, 4， 5 局 忆 队 的 Bi，8;，B; 被 淘汰 ; 

第 6 局 A; 被 淘汰 ; 第 7, 8 局 B,，Bs 被 淘汰 ; 第 9 局 As 被 

淘汰 ; 第 10 局 Bi 被 淘汰 ; 第 11，12 局 A;，As 被 淘汰 ; 第 

13 局 B7 被 渔 法 ， 比 赛 结束 ， 甲 队 获 胜 . 

甲 队 获胜 的 比赛 场次 与 排列 加 之 间 果 建立 -对 应 关系 . 
排列 名 由 13 个 位 置 中 个 #4 的 位 置 决 定 ，、 亲 此 有 C$;= CF 
种 。 即 甲 队 获 胜 的 比赛 过 程 有 Ci; 种 ， 

对 同一 个 问题 的 两 种 解答 都 用 到 了 映射 的 思想 ， 但 是 ， 它 
们 在 两 种 解法 中 不 仅 层 次 不 同 ， 而 且 功 能 也 有 差别 ， 

在 解法 一 中 ， 首 先 具 是 通过 构造 的 方程 建立 一 个 不 定 方程 
蕊 ， 在 构造 出 的 方程 中 ， 其 非 负 解 与 比赛 过 程 可 建立 对 应 关 
系 , 在 这 里 映射 思想 是 隐 含 于 构造 之 内 的 ， 即 构造 出 来 的 方程 
能 发 挥 映 射 的 功能 ， 而 不 蚌 通 过 映射 来 构造 出 一 个 方程 办 
此 ， 它 属于 较 低 的 层次 ， 

而 解 话 二 却 不 是 这 样 ， 它 是 直截了当 地 把 比赛 过 程 与 排列 
(加 对 应 ， 通 过 较 易 计算 的 排 询 数 求 出 比赛 过 程 的 种 数 . 是- -种 
直接 的 转化 思想 ， 而 且 也 属于 较 高 的 层次 . 

由 此 可 见 ， 即 使 是 在 解决 同一 个 问题 中 用 到 的 同一 种 数学 
思想 方法 ， 它 们 赋 可 以 有 不 同 的 层次 ， 也 可 以 有 不 同 的 功能 ， 

因此 ， 对 数学 思想 方法 的 分 类 ， 应 该 兼顾 它 的 功能 和 层 
次 , 首先 可 将 各 种 各 样 的 数学 思想 按 其 主要 功能 分 类 ， 主 要 功 
能 相同 或 相近 的 归 入 一 类 ， 在 同类 中 再 比较 其 层次 . 例如“ 变 
换 思想 "是 把 -个 数学 的 表述 从 一 种 形式 变换 为 另 一 种 形式 ， 
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即 用 不 问 的 数学 语言 表达 问 一 个 问题 . 如 同 普通 语言 中 的 " 翻 
译 " 一 样 ， 是 把 一 种 诸 吉 翻译 为 归 一 种 语 订 。 而 " 数 式 变形 " 思 
起， 如 解 方程 的 同 解 变形 ， 证 相 等 式 的 恒 等 变 形 等 等 ;“ 换 无 
忠 想 ”, 如 二 角 代 换 等 ,都 是 :种 变换 思想 .又 在 " 数 式 变形 ” 
中 ， 我 们 常 使用" 配 竣 思想 "等 . “变换 思 想 ”",“ 数 式 变 形 思 
想 ”、“ 换 元 思想 ”，“ 配 小 思 想 "部 属于 “次 换 轧 想 "( 就 其 功能 而 
膏 ), 电 问 属 二 转化 思想 。 杠 它们 的 层次 是 不 一 样 的 ， 除 了 最 
高 层次 的 转化 思想 以 外 ,，“ 变 换 " 的 层次 较 高 ,，“ 数 式 变形 ”和 
“ 换 元 "层次 较 低 ， 它 们 可 归结 为 “变换 "的 一 种 ; 而“ 配 竣 "的 层 
次 更 低 - 些 ， 而 县 可 以 归结 为 * 数 式 宏 形 "的 一 种 ， 等 等 ， 

男 外 ， 我 们 把 数学 解 是 的 过 程 看 作 是 一 个 不 知 解 法 的 问题 
向 已 知 解法 的 问题 逐步 绪 拢 的 过 程 ， 把 每 一 步 靠 拢 都 看 成 一 次 
转化 ， 其 程式 是 ; 

有 
{求解 的 问题 】 (中 间 问 题 ) (已 知 解法 的 问题 ) 
站 果 这 些 中间 问 题 BB，C，… 都 是 不 专门 为 A 而 构造 出 来 的 
现成 命题 ， 那 就 人 只有“ 系 刻 的 转化 过 程 ， 旭 果菜 一 中 间 问 题 是 
依赖 4 才能 够 构造 出 来 的 ， 这 就 涉及 到 "构造 "问题 

当然 ， 必 须 指 出 的 是 : 我 们 在 这 里 提出 的 分 类 方法 ， 只 是 
为 了 本 书 民 并 讨论 的 方便 .如 前 所 述 ， 真 正 合 理 的 分 类 方法 还 
有 待 进 - - 步 深 入 研究 ， 


$1.2 数学 思想 的 主要 特征 


数学 思想 作为 一 种 科学 思想 ,除了 具有 - - 般 科 学 思想 的 特 
征 外 、 还 具有 其 独特 的 性 质 ， 通 过 对 这 些 独特 性 质 的 讨论 将 
肥 助 于 我 们 各 深刻 地 埋 解数 学 思想 ， 
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在 这 一 节 里 ， 我 们 将 粗略 地 讨论 -下 数学 思想 的 几 个 主要 
特征 ;抽象 件 、 自 由 性 、 基 证 性 、--- 致 性 和 包容 性. 
1. 抽象 性 

一 提 公 数学 的 特点 ， 人 们 就 常用 高 度 的 抽象 性 、 严 密 的 有明 
辑 性 、 广 证 的 适用 性 束 加 以 地 括 。 如 前 所 述 ， 数 学 是 研究 从 窜 
观 世 界 抽象 出 的 概念 中 所 隐 含 的 普遍 秩序 的 科学 ， 窜 观 世 界 的 
现象 足 复杂 的 ， 越 是 当 数学 从 现实 出 发 ， 退 到 极端 抽象 的 区 域 
和 村 ， 它 就 可 能 在 分 析 具 体 束 实 方面 得 到 脚 踏 交 地 的 应 用 ， 换 名 
话说 。 正 是 这 种 扎根 于 现实 的 极端 的 搞 象 使 我 们 能 用 以 作为 控 
制 具体 事实 的 思想 武器 。 因 此， 在 建立 数学 概念 时 进行 了 高 度 
的 搬 象 ， 不 断 地 舍弃 了 事物 的 更 多 具体 人 性质， 自然 就 带 来 概念 
适用 的 广泛 性 ， 又 因为 概念 的 高 度 抽象 ， 为 了 保证 从 概念 出 发 
建立 起 来 的 理论 体系 的 正确 性 ,推理 只 能 采用 演绎 的 方法 ， 也 
就 是 要 求 严密 的 逻辑 性 。 因此 可 以 说 ， 高 度 的 抽象 性 是 数学 
概念 和 数学 理论 服 重要 的 特 和 证， 而 用 以 建立 数学 概念 和 数学 理 
论 的 数学 思想 也 是 以 高 度 的 抽象 性 为 共 主 要 的 特征 的 . 

任何 科学 的 概念 都 是 对 被 研究 对 象 进行 抽象 的 结果 ， 但 抽 
象 的 程度 是 下 同 的 .自然 科学 的 许多 概念， 虽然 也 非常 抽象 ， 
但 都 在 现实 世界 中 具有 直接 的 原型 。 便 如 ， 物 理学 中 的 " 鞋 
子 "概念 ， 化 学 中 的 “化 学 键 "的 概念 ， 都 屁 很 抽象 的 ， 但 是 这 
些 概念 都 可 以 在 客观 世界 中 找到 现实 的 原型 .数学 的 概念 就 不 
同 了 ， 除 了 像 自然 数 、 三 角形 等 极 少 数 的 原始 福 念 是 从 现实 世 
界 中 抽象 出 来 的 以 外 ， 大 多 数 数学 概念 ,请 如 复数 、 向 医 、 线 
性 空间 ， 群 ， 证 责 等 等 ， 都 基 在 “远离 现实 "的 基础 上 定义 出 
来 的 . 

即使 是 最 原始 的 概念 之 -的 月 然 数 ， 尼 足 由 大 们 的 计数 活 
动 中 产生 的， 但 却 不 是 由 被 计数 的 客观 存在 的 事物 抽象 出 米 
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的 ， 例如 . “i "并 不 是 从 1 个 指头 ，1 只 萤 果 等 其 体 事物 中 直 
接 抽象 出 来 的 . 它 建 立 在 所 谓 " 等 置 抽象 "的 基础 上 ， 太 映 的 是 
ee 4# 定 。 我 们 不 难 验 证 ， 一 对 应 关系 是 一 种 等 价 关 

， 按 照 这 “关系 把 事物 进行 分 类 ， 把 各 种 彼此 间 其 有 一 一 对 
这 炎 条 的 集 人 归 为 -类 ， 自然数 (在 基数 意义 下 的 自然 数 ) 就 是 
同一 类 中 的 所 有 集合 的 共同 属性 . 
2. 自由 性 

数学 思想 的 本 质 是 自 出 ， 这 时 所 赔 的 "自由 "不 玫 说 数学 思 
得 可 以 随心 所 谷地 胡 思 纪 想 ， 也 不 是 涪 数 学 思想 可 以 永远 不 接 
受 客观 实战 的 检验 . 恰 愉 相反， 所 有 的 数学 思想 ， 始 终 扎根 于 
现实 并 最 终 要 接受 客观 的 检验 ， 这 里 所 说 的 数学 思想 的 自由 性 
是 指 : 

数学 岂 想 可以 冲破 各 种 束缚 ， 可 以 冲破 书 有 的 经 验 和 认识 
的 定论 ， 可 以 不 必 每 前 进一步 都 必须 接受 客观 现实 的 检验 ( 当 
然 最 终 还 是 要 接受 客观 现实 的 检验 )， 数 学 家 最 能 打破 传统 的 、 
价 化 的 思想 ， 一 个 数学 家 的 座右铭 是 “怀疑 明显 的 东西 ". 在 其 
他 科 党 中， 例如 物理 学 ， 所 有 的 理论 都 必须 用 实验 来 证 实 ， 才 
能 最 后 肯定 其 正确 性 ， 数 学 思想 则 不 必 这 样 桩 规 唉 算 

数学 思 配 不 位 需要 经 验 和 推 芋 ， 更 需要 直觉 与 想像 .数学 
思想 所 表现 出 来 的 创造 性 和 想像力 是 其 他 科学 很 难 直 上 或 超 
越 的 ， 

数 节 是 想 产 生 的 动机 也 起 比较 自由 的 ， 很 少 受 到 功利 思想 
的 约 来， 在 研究 同 题 上 有 较 大 的 选择 上 由 让 。 哥 天 巴 韩信 旭 的 
全 究 、 费 尔 马 大 定理 的 研究 ， 很 礁 涪 有 什么 明确 的 动机 或 功利 
的 日 的 ， 只 是 少数 数学 家 的 兴趣 利 爱 好， 但 止 是 在 这 些 研 究 
中 . 便 造 了 极其 重要 的 、 有 价值 的 数学 思想 . 

罗 巴 切 赤 斯 其 创立 非 欧 几 何 的 过 程 最 能 说 明 数 学 思想 的 自 
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由 性 ， 欧 几 是 每 几何 学 经 过 了 产地 才华 的 历史 检验 . 葛 定 了 绝 
对 正确 的 权威 ,“ 三 角形 三 内 角 之 和 等 于 180”“ 是 放 之 四 海 而 
组 准 的 真理 。 但 罗 巴 切 志 斯 菇 动 不 顾 这 些 而 提出 怀疑 ， 并 凭 咎 
己 下 富 的 想像 力 建 立 起 自己 的 一 套 几 柯 学 . 尽管 在 长 时 间 内 ， 
他 的 开 何 学 既 找 不 到 现实 的 模型 ， 也 得 不 到 社会 的 承认 ， 但 他 
有 照 行 孙 误 ， 不 断 地 追求 下 去 ， 终 十 获得 了 成 功 ， 
3. 辩证 性 

数学 思想 的 努 一 重要 特征 是 它 的 辫 证 性 ， 这 是 因为 突 观 世 
界 的 本 身 就 是 各 种 各 样 的 、 莫 杂 的 、 充 满 着 辩证 性 的 。 数学 最 
终 蚌 反映 客观 现实 的 本 质 属性 的 ， 也 就 必然 充满 着 辩证 性 ， 所 
以 数学 思想 充满 着 辩证 思想 。 例如 亨 盾 的 观点 、 变 化 与 不 变 的 
观点 、 统 一 性 与 特殊 性 的 观点 、 总 体 与 局 部 的 观点 等 等 ， 

数学 思想 注重 事物 的 统一 性 和 特殊 性 . 

微分 中 值 定 理由 三 个 定理 组 成 : 罗 尔 (Rolle ) 定 理 ， 拉 格 
朗 日 (Lagrange ) 定 理 及 柯 町 ((Cauchy ) 定 理 。 这 三 个 定理 可 以 
认为 同时 立 是 于 这 样 一 个 几何 事实 ， 任何 光 误 的 曲线 段 至 少 存 
在 一 点 ,在 该 点 的 切线 平行 于 轿 接 曲线 两 端点 的 弦 。 罗 尔 定理 
是 拉 格 朗 日 定理 的 特殊 情况 ， 而 拉 格 朗 日 定理 又 是 柯 西 定理 的 
特殊 情况 .但 是 这 三 个 定理 又 有 一 个 统一 的 表达 设 函 数 
F(T)、g (x )、 凤 (zx ) 在 闭 区 间 fa, 4&5] 上 连续 ， 在 开 区 间 
《a,b ) 内 可 导 ， 那 么 在 区 间 (e ,4 ) 内 至 少 有 一 个 点 &， 使 得 

[f(a ) gla) hfa ) | 
[fp) gb) 5) =0. 


六) g(£) nte) 
显然 ， 当 hi (7 )=1,， g(x)=x， 纪 ta)= (6) 时 是 罗 尔 


定理 ; 当 上 (xr)=1, g{r)=2 时 是 拉 格 度 日 定理 ; 当 
hr)=1, 且 f 了 (a ) 关 Ff (5 )，g (a ) 兴 sg (6 ) 至 少 有 一 个 成 
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立时 是 柯 西 定理 . 

数学 思想 重视 事物 的 总 体 性 . 

二 人 角形 的 内 角 和 等 于 180"， 这 是 一 个 简单 的 数学 命题 ,但 
从 芋 种 角度 看 ， 它 又 是 一 个 深刻 的 命题 。 它 的 深刻 之 处 是 内 为 
它 阐述 的 是 三 角形 的 总 体 性 质 ， 三 角形 的 内 前 和 是 180*， 四 边 
形 呢 ?太志 此 昵 ? 容易 证 明 ， 四边形 的 内 舶 和 等 于 360"， 五 
边 形 的 内 角 香 是 540"， 一 般 地 边 形 的 内 角 和 是 {x 一 2 ) 个 
180°, 

这 个 公式 好 像 给 出 了 一 般 现 竺 ， 共 实 不 然 。 把 视角 改变 一 

下 ,不 看 内 角 而 看 外 角 ， 则 和 有 

三 角形 的 外 角 和 为 360"; 

四 边 形 的 外 角 和 为 360"; 

开演 撕 的 外 外 和 为 360 


2 边 形 的 外 角 和 为 360"， 
这 个 结论 就 比 "n 边 形 的 内 和 角 和 是 (wn 2)180” “更 为 简明 

而 漂亮 ， 从 而 实现 了 从 特殊 到 一 般 的 转化 ， 

和 多边 形 蚌 由 有 限 条 线段 组 成 的 ， 当 有 限 转化 为 无 限时 ， 多 
边 形 就 转化 为 一 条 封闭 曲线 。 质点 沿 一 条 不 自 相交 的 封闭 曲线 
运转 一 阐 ， 运 动 方向 的 改变 基 的 代数 和 恰好 是 360"， 这 里 又 
-次 从 特殊 达到 了 … 般 ， 

数 尝 思想 关心 变化 中 的 不 变量. 

儿 何 学 的 任务 就 是 研究 某 种 特定 变换 群 于 的 不 变性 质 ， 换 
” 言 之 ,不 同 的 几何 学 就 是 研究 在 不 同 的 变换 群 下 不 变性 质 和 不 
变 基 的 科学 , 

运动 变换 (平移 和 旋转 ) 改 变 网 形 的 位 置 ， 亿 不 改变 图 形 的 
形状 和 大 小 ， 线 段 的 长 度 即 两 点 间 的 距离 木 恋 
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相位 空 换 改 空 了 图 形 的 大 小 ， 但 上 形 状 不 变 。 即 两 点 间 的 中 
离 朗 了 ,但 保持 直线 变 为 自 线 .直线 之 疗 的 多 度 也 不 变 ， 

信 射 变换 改变 图 形 的 形状 和 和 大小， 但 仍 保 持 吉 线 变 为 直 
线 ， 平 行 线 皮 成 理 行 线 ， 

射影 空 换 可 能 把 平行 线 变 成 不 平行 线 ， 但 仍 保 持 把 直线 安 
为 直线 . 

拓 耻 变 换 不 再 保持 上 还 各 种 不 变性 质 ， 但 仍 保持 某 些 不 变 
性 . 例如 ，- -个 圈 总 变 为 个 圈 ， 在 拓 扰 学 中 还 有 一 个 布 劳 威 
尔 不 动 点 定理 ;“ 著 4 和 全 单位 国 盘 万 同 有 凸 ，f 是 A 到 A 的 
连续 映射 ， 则 上 在 4 上 必 有 不 动 点 .” 

各 种 几何 灾 换 都 有 不 变 的 东西 ， 从 而 构成 要 应 的 几何 学 ， 

数学 思想 中 充满 着 辩证 手 ， 无 译 乎 在 中 学 数学 教育 中 ,把 
培养 学 生 的 辩证 唯物 主义 观点 作为 -项 重要 的 教育 目的 ， 

4. 一 致 性 

数学 思想 具有 惊人 的 一 致 性 ， 

俗话 说 ;:“ 人 同 此 心 ， 物 同 此 理 "。 这 -说 法 在 数学 思想 中 
得 到 了 最 确切 的 证 实 。 古 许多 科学 领域 中 ， 对 于 同一 卓 物 ， 椒 
厨 的 学 者 往往 得 出 大 相 径 庭 的 结论 ， 对 于 数学 则 不 然 ， 对 于 同 
一 问题 ， 人 们 可 能 用 不同 的 方法 研究 ， 不 同 的 方式 思考 ， 但 总 
是 殊途同归 得 出 同 -~ 结论， 所 维 路 线 存 在 着 同 构 和 平行 ， 

”数学 思想 的 一 致 性 是 由 它 的 本 质 决 定 的， 数学 由 于 它 高 度 
的 抽象 性 和 表现 的 御 册 性 ， 造 成 了 数学 上 思想 在 发 展 遂 路 和 表现 
形式 的 差异 ， 但 最 余 又 是 反映 客观 世界 最 本 质 最 集中 的 属性 
的 ， 所 以 这 些 形 措 实 同 的 思想 又 必须 趋 十 - 致 . 

本 世纪 关于 数 党 基础 的 三 大 流派 ， 总管 他 们 下 畏 时 各 执 - 
问 ， 互 相 汶 烈 的 批判 ， 但 到 最 后 义 不 得 不 酝 相 吸收 对 方 的 观点 
来 支持 自己 的 理论 . 
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名 股 定 理据 说 有 几 折 种 证 法 . 毕 达 架 拉 斯 学 派 从 抽象 的 演 
绊 证 明了 它 ， 中 国 的 古代 数学 家 则 内 实际 的 计算 证 明了 安 ， 但 
两 者 的 思想 是 - - 致 的 ， 都 是 利用 商 积 割 补 或 比例 线段 .无怪 平 
有 数学 家 建议 ， 如 打 我 们 将 来 要 与 外 里 入 交流 而 语言 不 通 时 ， 
就 可 用 勾 肌 定 理 来 和 他 们 对 话 ， 央 为 无 论 是 地 球 人 或 者 外 星 
人 ， 他 和 们 对 数 盟 的 十 解 总 是 …- 致 的 。 这 也 许 是 一 句 玩笑 话 ， 但 
却 从 侧 而 说 明了 人 类 数学 转 刍 的 - 玫 性 ， 不 知道 九重 开外， 是 
否 训 有 知府 ? 

5. 包容 性 

在 科学 领域 中 .两 种 下 相对 立 或 尖 盾 的 也 加 ，-- 般 奶 不 能 
长 期 共 下 的 .两 青 谁 是 淮 井 ， 训 真 识 假 ， 终 将 学 到 实践 效果 的 
检验 .新 的 忠 想 或 者 在 旧 思 想 面 前 准 以 站 足 ， 菩 医 而 逃 ， 或 者 
推翻 虽 的 思想 ， 卢 而 代 之 .如 伽利略 在 比 茧 斜 塔 上 的 著名 实 
验 ， 就 彻底 推翻 了 亚 里 十 多 息 的 “ 重 物 先 落地 "的 结论 ， 在 数学 
中 则 不 - 定 是 这 样 ， 两 种 完全 对 立 或 于 盾 的 思想 ， 却 可 以 和 平 
共处 ， 求同存异， 最 后 达到 和 谐 的 统 - . 

非 欧 所 何 与 传统 的 欧 玫 于 得 几何 是 芳 滞 的. 但 它们 都 能 在 
数 堂 的 大 厦 中 各 自 安家 立户 ,二 窗 有 戏剧 性 的 是 ， 第 一个 田 氏 
风向 的 数学 模型 是 在 欧 氏 多 体 中 栈 到 的 ， 欧 氏 儿 信用 自己 的 事 
实 支持 了 自已 的 对 立 测 ,争论 它 们 的 话 是 谁 井 .曾经 妊 一 场 令 
人 遗憾 的 ， 片 无 意义 的 误会 ， 

数学 思想 的 包容 性 也 是 由 数学 的 本 质 所 决定 的 ， 数 学 茎 然 
最 终 是 反映 客观 世界 最 普遍 的 秩序 的 ， 数 学 中 - 切 有 生命 、 有 
价值 的 成 果 部 是 基于 不 同 的 领域 的 事实 与 思想 的 几经 曲折 、 风 
经 抽象 的 反映 ， 它 们 虽然 千姿百态 ， 英 至 豆 梢 闻 夺 对立， 但 必 
须 看 到 他 们 的 整体 性 .数学 就 像 - 片 无 限 广 率 、 风 景 优美 的 原 
野 ， 数 学 思想 只 不 过 是 在 这 广阔 天 地 中 从 不 同 角 度 挑 选 出 的 几 
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个 景点 ， 景 外 有 景 . 天 外 有 天 ， 槛 看 成 岭 ， 侧 看 成 峰 ， 知 者 乐 
山 ， 仁 者 乐 水 ， 决 不 可 以 把 自己 立足 的 、 看 到 的 某 一 景点 当 作 
整个 天 地 的 企 摇 ， 
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第 二 章 ”数学 思想 发 展 史 概述 


数学 的 产生 和 发 展 经 历 了 漫长 的 历史 过 程 ， 到 现在 至 少 有 
五 干 多 年 的 历史 了 . 各 文明 古国 在 发 展 数学 上 都 做 出 了 自己 的 
页 献 。 混 故而 知 新 ， 我 们 现在 研究 数 党 思想， 回顾 前 人 走 寺 的 
路 程 ， 从 中 汲取 有 益 的 经 验 ， 是 完全 必要 的 . 因此 ， 在 其 体 讨 
论 数 学 思想 的 著 于 问题 之 前 ， 我 们 选择 … 此 重要 的 、 对 数学 思 
想 的 发 展 有 代表 性 的 数学 史实 ， 有 重大 影响 的 成 果 咯 加 舰 述 ， 
以 揭示 数学 思想 发 展 的 历史 概貌 以 及 与 我 们 今天 所 讨论 的 数学 
思想 的 继 洒 关系 . 


$2.1 古代 数学 思想 的 两 大 源泉 
一 一 《 儿 何 原本 》 与 《 九 章 算 术 》 


在 各 种 古代 数学 思想 中 ， 其 体系 性 较 强生 对 现代 数学 思想 
的 形成 和 发 展 影响 较 大 的 要 数 古 希腊 数学 和 中 国 十 代数 学 .这 
两 种 古代 数学 的 历史 非常 个 入 ， 其 发 展 部 在 千年 以 上 ， 内容 十 
分 丰富 、 本 节 中 不 准备 作 全 面 探讨 ， 只 对 其 中 最 只 有 代表 体 的 
两 部 著作 一 一 古 希 脂 的 《几何 原本 》 和 中 国 古 代数 学 名 著 《 九 童 
算术 3》 进行 初步 的 研究 ， 着 重 探 讨 它 们 形成 的 历史 背景 、 思 想 
特点 及 其 对 现代 数学 思想 发 展 的 影响 ， 


一 、《 几 何 原本 》 及 其 影响 


1. 《几何 原本 》 形 成 的 历史 背景 
《几何 原本 》 是 古 希腊 数学 家 欧 几 里 得 的 著名 著作 。 它 是 十 
”3 


项 腊 数 学 的 系统 化 总 结 ， 尼 的 产生 有 着 深刻 的 历史 背景 。 
公元 前 7 一 公元 4 世纪, 口 是 希腊 奴隶 制 度 发 达 时 期 ， 埃 

及 的 儿科 学 及 巴比伦 的 算术 先后 流入 希腊 . 一 方面 ， 于 工业 、 
商业 和 造船 业 的 发 展 需要 力 掌 、 大 文学 及 航海 等 方面 的 知识 ; 
另 方面， 出 于 社会 物质 的 增加 ， 使 得 :部 分 奴隶 主 阶 级 中 的 
成 员 可 以 专门 从 上 脑力 劳动 面 不 从 志 物 岳 生 产 的 劳动 . 这 就 使 
得 作为 奴隶 主 阶 级 中 成 员 的 古 项 腊 数 党 家 十 分 鄂 视 "应 用 " 数 
笑 , 目 希 腊 数 学 家 建立 的 数学 体系 中 之 所 以 不 包括 应 用 数学 的 
内 容 ， 这 是 一 个 很 重要 的 原 内 

古 希 腊 是 一 个 城邦 国家 .希腊 的 哲学 家 (也 是 数学 家 ) 都 至 
力 于 辩论 术 的 研究 ， 而 数学 昆 兰 论 有 力 的 工具 ， 且 辩论 所 需 的 
数学 与 农业 、 手 工业 及 商业 中 需 委 的 数学 是 不 相同 的 ， 状 论 中 
沉 要 概念 准确 ， 推 理 严 并 ， 还 需要 有 随机 上 应变 的 各 种 方法 和 技 
与 ， 困 而 古 希 腾 的 数学 发 展 是 与 形式 逻辑 的 发 展 紧密 相关 的 ， 
把 形式 逻辑 的 思想 方法 运用 于 数学 研究 和 排斥 数学 应 用 成 为 当 
时 -上 股 强大 的 思潮 ,这 种 思潮 作 一 - 定 程度 上 左右 了 数学 发 展 的 
方向 于是， 发 展 了 公理 化 的 方法 ， 强 调 抽 象 化 的 理论 ， 形 成 
了 封闭 的 演绎 体系 ， 

早期 游历 埃及 ， 也 比 伦 的 希腊 学 者 泰勒 斯 首先 开始 采用 数 
学 证 明 方法 ， 后 来 ， 毕 达 哥 拉 斯 及 其 学 派 的 成 员 企 图 用 数 解释 
一 切 ， 不 仅 认为 万 物 都 包含 数 ， 而 且说 万 物 都 是 数 ， 他 们 发 现 
二 人 生生 国外 称 为 洗 直 而 拉 斯 定理 ) 在 内 的 一 系列 几何 
命题 . 由 此 ， 数 学 由 具体 的 ， 经验 的 阶段 过 渡 到 抽象 的 、 理 论 
的 阶段 ， 爱 尼 亚 (Eles， 意 大 利 半岛 南端 学派 的 巴 门 尼 德 第 一 
个 采用 了 反 证 法 ， 这 一 学 派 的 芝 诺 在 证 明 中 用 了 归 雇 法 ， 而 且 
他 提出 了 四 个 迟 论 (二 分 悖 论 、 妃 钨 昼 论 、 飞 箭 不 动 、 运 动 场 
悖 论 )， 对 体 辑 的 发 展 起 到 巨大 的 推动 作用 . 雅典 学 派 的 柏 拉 
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图 首先 把 撒 碟 刻 辑 用 于 数学 ， 他 要求 数学 定义 要 准 确 ， 想 设 要 
清楚， 并 阐述 了 许多 论证 方法 、 定 义 方法 太一 些 亡 辑 规律 和 要 
求 ， 他 的 学生 亚 里 斯 多 德 惠 加 努力 把 形式 逻辑 应 用 于 数 掌 ， 他 
首先 指出 -个 数学 体系 中 的 概念 必须 用 已 知 概念 来 定义 ， 并 由 
此 指出 茹 党 体系 中 必须 存在 不 加 定义 的 概念 ， 他 和 析 拉 图 一 
样 ， 认 为 应 当 把 -此 命题 承认 为 “理所当然 ' 的 假设 ,“ 凭 此 假 
没 为 进 点 推演 他 们 自己 的 论题 "， 壕 说 "在 儿 何 上 有 些 命 题 不 证 
价 明 、 而 其 他 - 切 命 题 或 多 数 命 是 的 证 明 却 依赖 于 这 些 命题 ， 
我 们 称 这 些 命题 为 几何 的 要 索 "， 他 日 调 数学 家 必须 这 样 做 ， 
把 这 些 假 设 称 为 公理 或 通则 ， 用 它们 作为 推理 的 基础 、 对 于 
“那些 专门 进行 研究 的 人 一 一 如 几何 党 家 或 算术 家 一 一 均 不 问 
这些 通 则 是 真是 假 ”， 并 在 实际 上 给 出 了 后 来 欧 几 里 得 所 采用 
的 某 些 会 埋 ， 此 外 ， 他 对 各 种 逻辑 规律 ， 合 如 秆 盾 律 、 排 中 
律 . 同 - 律 都 作 了 论述 ， 指 出 他 们 在 逻辑 证 明 中 的 重要 意义 ， 
他 还 发 展 了 三 段 论 法 ， 实 际 上 ， 他 的 三 段 论 体系 就 是 一 个 初级 
的 会 理 体 系 . 总 之 ， 亚 里 斯 多 德 黄 定 了 十 希腊 数学 的 逻辑 基 
础 ， 但 他 没有 实际 用 过 公理 化 方法 去 椎 评定 晴 ， 也 没有 构造 出 
一 个 公理 化 的 知识 体系 . 

友 对 数学 用 于 实践 的 忠 潮 及 形式 雇 辑 的 发 展 对 古 希 脂 的 数 
学 产生 了 深远 的 影响 , 《几何 原本 》 正 是 在 这 种 背景 下 出 现 的 ， 
可 以 说 是 当时 特定 的 学术 思潮 下 的 必然 产物 . 

2. 《几何 原本 》 的 主要 内 容 及 思想 特点 . 

《几何 原本 》 使 得 数学 成 为 了 一 门 独立 的 、 具 有 演绎 系统 的 
科学 ， 对 东西 方 数 学 思想 的 发 展 产生 了 深远 的 影响 ， 

《几何 原本 》 共 13 篇 ， 第 -区 至 第 四 篇 是 关于 平面 儿 何 
一 一 直线 形 和 图 的 理论 ,第 五 篇 是 比例 论 ，、 第 六 篇 是 平面 相似 
形 ， 第 八 、 丸 、 十 篇 则 论述 算术 {数论 ;， 第 十 篇 是 关于 “不 可 
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通 约 景 "的 理论 ， 第 十 一, 十 二 、 十 三 简 是 关于 立体 几何 的 理 
论 和 "穷竭 法 ”从 内 容 来 磊 . 《区 何 原本 》 和 包括 了 目前 中 学 课程 
里 的 平面 几何 、 立 体 上 几何 .初等 数 沦 的 内 容 ， 它 和 不仅 在 传播 风 
何 知 识 方 面 发 择 了 巨 开 的 作用 ， 而 且 在 推进 数学 思想 方法 向 前 
发 展 方面 产生 了 深远 的 历史 影响 . 

《几何 原本 》 在 数学 思想 方法 方面 有 如 下 的 特点 . 

(1 ) 采 用 了 公设 化 的 报 述 方法 

《几何 原本 》 全 书 有 475 个 (有 的 版 本 有 477 个) 命题， 首先 
给 出 5 个 公理 和 5 个 公设 (公理 在 所 有 学 科 中 都 适用 ， 而 公设 
只 适用 于 几何 学 ,现在 人 人们 不 加 区 分 ， - 律 称 公 理 )， 然 后 给 
出 23 个 定义 ， 其 余 465 个 命题 部 是 出 这 10 个 公理 或 公设 及 相 
关 概 念 的 定义 运用 三 段 论 推导 出 来 的 ， 除 了 个 别 定理 证 明 不 够 
严格 { 例 如 ， 利 用 了 图 形 的 直观 ) 以 及 个 别 定 理 证 明 有 错误 外 ， 
绝 大 多 数 证 明 用 今天 的 观点 来 看 也 是 正确 的 .虽然 ， 亚 里 斯 多 
德 制 定 了 科学 演绎 理论 的 方法 论 原理 ,但 是 ， 他 对 公理 化 思想 
方法 的 实际 功能 居 计 不 足 。 他 曾经 认为 ,演绎 的 “出 发 点 在 数 
目 上 比 结论 少林 了 名 少 ”. 《几何 原本 》 用 少 曝 的 公理 推出 大 最 
定理 的 这 一 事实 说 明 ， 公 理化 思想 方法 具有 极其 重要 的 科学 方 
法 论 功能 .在 一 个 演绎 体系 中 ,作为 推理 和 的 出 发 点 的 公理 和 松 
念 ， 并 不 一 定 需 要 很 多 ， 相 反 ， 需 要 选 得 总 可 能 少 . 《几何 原 
本 3》 成 为 了 用 公理 化 思想 方法 叙述 数学 内 容 的 典范 ， 对 现代 数 
学 及 一 些 科学 的 发 展 产生 重大 影响 的 公理 化 思想 正 是 起 始 于 欧 
几 里 得 的 ¢ 几 何 原 本 》, 

(2 ) 建 立 了 比较 严密 的 演绎 系统 的 逻辑 结构 

《4 包 何 原本 》 是 用 公理 化 思想 方法 表述 的 ， 全 书 从 少数 几 个 
椒 加 证 明 的 命题 (公理 和 公设 ) 出 发 按照 一 定 的 逻辑 规则 ， 演 
绎 出 其 他 所 有 的 命题 来 . 除了 推导 所 需要 的 逻辑 规则 外 ,《 几 
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何 原本 }》 基 由 一 系 全 公理、 定义 、 定 理 等 构成 的 数学 理论 体系 
在 《几何 原本 》 中 ， 定 理 的 排列 顺序 是 经 过 认真 考虑 的 ， 每 - -个 
定理 的 证 明 允 许 采 用 的 论据 只 有 公理 和 前 而 已 证 过 的 定 更 ， 原 
则 上 不 依赖 别 的 其 他 东西 ， 当 然 ， 在 个 曾 命 航 上 违背 了 这 一 诛 
则 ， 例 如 ， 对 《几何 原本 》 中 第 一 卷 第 四 命题 :“ 若 一 个 三 角形 
两 边 及 其 天 角 相 应 地 等 十 另 -个 一 角形 的 随 边 及 严 角 ， 则 殉 个 
三 角形 机 等 "、 欧 儿 旦 得 采用 的 证 法 是 将 一 个 三 角形 重合 到 另 
一 个 三 角形 上 去 . 然而， 要 使 两 个 = 角形 重合 ， 必 须 借助 于 运 
动 ， 述 必须 假定 运动 中 图 形 的 长 度 、 角 度 均 保持 不 变 ,《 几 信 
原本 》 中 却 没 有 相应 的 公理 ， 于 是 ， 证 明 中 不 得 椒 借 助 于 图 形 
的 直观 ， 后来， 许多 数学 家 正 是 在 (几何 原本 》 的 这 种 数学 思想 
间 导 下， 不 断 排除 体系 中 的 直观 部 分 ， 逐 步 得 到 了 更 严格 的 数 
学 演绎 体系 。 

(3 ) 重 视 抽象 化 理论 而 忽视 应 用 

《几何 原本 》 中 研究 的 是 一 般 的 、 抽 象 的 概念 和 命题 以 及 概 
仿 、 命 古 之 间 的 涩 辑 美 系 ， 即 如 何 由 已 有 的 一 些 概 念 和 命题 定 
义 出 另 一 些 摄 念 和 推演 出 其 他 -- 些 命题 ， 而 本 考点 产生 这 些 数 
学 概念 和 命题 的 实际 背景 ， 也 不 研究 这 些 数学 概念 和 命题 的 实 
际 原 型 ， 例 如 ， 在 《几何 原本 》 中 研究 了 抽象 的 * 数 "的 性 质 ， 却 
不 涉及 到 具体 的 数 的 计算 与 应 用 ， 它 排斥 各 种 理论 的 实际 应 
用 ， 全 书 四 百 多 个 命题 中 没有 一 个 是 研究 实际 应 用 的 ， 即 使 是 
实践 性 很 强 的 几何 作 图 题 ， 它 强调 的 只 是 与 公设 一 致 的 尺 规 作 
图 . 判断 一 个 几何 图 形 能 否 作 出 的 惟一 标准 是 看 它 能 否 经 过 过 
辑 推演 归结 为 相关 的 公设 以 及 自 公设 推演 出 来 的 一 些 基本 作 
图 .而 不 问 人 们 在 实际 中 能 否 运 用 其 他 工具 和 其 他 方法 作出 这 
个 几何 图 形 、 
3. 《几何 原 本 》 的 历史 意义 

37 


《 抑 何 原本 》 是 古 希 笑 数 学 的 最 高 成 就 ， 它 是 -本 最 音 的 内 
容 丰 富 的 数学 著作 ， 它 对 数学 思想 的 发 展 必 人 闫 文化 的 发 展 产 
生 了 深远 的 影响 . 

《 儿 何 原 本 》 由 于 具有 鲜明 的 直观 性 和 严密 的 逻辑 演绎 方法 
相 结合 的 特点 ， 它 被 检 为 数学 教育 的 经 典 著作 .人们 正 是 从 这 
本 书 里 认识 天 数学 是 什么 ， 证 明 是 什么 ， 公 理 演绎 方法 是 如 何 
的 具有 涪 服 方 、 又 旦 如 何 的 优 关 ,《 几 何 诛 本 》 曾 被 翻译 成 各 种 
文字 的 版 本 ， 人 在 欧洲 ， 育 到 18 世纪 ，《 儿 条 原本 》 仍 是 学 生 的 
必修 教 村 ， 在 人 类 文化 发 展 史 中 ， 波 人 们 推 汰 了 两 于 多 年 ， 而 
又 影响 这 么 长 久 的 著作 是 少 有 的 ， 

《几何 原 本 》 构 造 了 数学 史上 第 … 个 公理 系统 ， 它 的 产生 不 
仅 标志 数学 知识 系统 化 的 开始 ， 而 且 开 创 了 科学 理论 系统 化 的 
先河 ， 公 理化 思想 以 及 逻辑 演绎 淮 理 思想 所 产生 的 深远 影响 ， 
主要 表现 在 以 下 儿 个 方面 : 

(1 ) 在 公理 化 恩 想 及 逻辑 溃 绊 推理 总 想 的 形成 和 发 展 的 同 
时 ， 也 推动 了 整个 数学 向 前 发 形 ， 从 而 严 生 了 许多 新 的 数学 分 
支 例如 ， 由 于 对 《几何 原本 》 公 理 系统 中 第 天 公设 是 否 可 由 其 
他 公设 推出 的 研究 创造 了 韭 歇 几何 ;由于 对 公理 系统 协调 性 的 
研究 ， 希 尔 伯 特 等 数学 家 和 逻辑 学 家 创立 了 证 明 论 或 元 数学 ; 
由 于 对 形式 系统 与 其 相 适 应 的 模型 之 间 关 系 的 研究 ， 使 抽象 代 
数 与 数理 逻 息 相 结 合 产生 了 模型 论 等 就 是 突出 的 例子 ， 

(2 ) 运 用 公理 化 思想 和 逻辑 演绎 推理 思想 去 整理 已 有 的 数 
学 知识 ， 促 使 一 系列 数学 分 支 的 公理 体系 的 创立 ， 使 各 数学 分 
支 的 表述 更 加 科学 化 、 系 统 化 ， 尿 辑 基 础 更 加 严密 ， 人们 用 公 
理化 思想 及 逻辑 演绎 扒 理 思想 审视 4 几何 原本 》 本 身 。 发现 它 存 
在 许多 缺陷 ， 为 了 弥补 《几何 原本 }》 中 的 缺陷 ， 许 多 数学 家 开 虑 
了 重建 欧 氏 儿 何 的 研究 丁 作 ， 在 19 世纪 的 最 后 30 年 中 ， 数 学 
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家 条 给 出 了 种 种 几何 公理 体系 ， 共 中 对 概念 半 述 最 精 才 、 最 完 
备 ， 其 点 杞 最 接近 欧 几 平 得 公 蛙 体系 的 是 毅 尔 伯 特 在 1899 年 
发 开 的 各 黄 & 几 何 基 础 ?在 这 本 书 中 不 仅 给 出 了 了 欧 氏 几何 的 一 
个 定 备 会 理 体 系 ， 而 且 提 出 和 解决 了 上 公理 化 思想 左 法 由 若干 理 
论 问 题 ， 如 会 理 系 统 的 无 条 盾 性 ,独立 性 和 完备 人 性 等 ， 于 基 ， 
几何 原本 中 所 有 命题 者 能 以 希 尔 伯 竺 公理 体系 为 基础 ， 经 过 
商界 演 绊 推 芝 出来， 这 样 ， 达 尔 伯 特 的 $ 几 何 基 础 》 不 仅 克 服 了 
《几何 床 本 中 的 所 三 陷 ， 调 且 比 4 几何 原本 3 上 上升 捉 … 个 点 高 
的 层次 ， 即 由 实质 性 的 公理 化 思想 方法 上 升 到 肛 式 化 公理 思想 
方法 ! 在 实质 性 公理 思想 方法 中 ， 公 理 系 统 中 的 某 本 概念 不 是 
原始 概念 ， 府 是 给 基 李 概 合 下 了 证 广 或 确定 了 它 的 具体 内 容 ， 
日 先 于 会 理 而 被 给 定 ， 公 理 具 明 表 达 这 类 特定 对 象 的 基本 性 
质 ， 而 号 必须 是 自明 的 ， 而 在 形式 化 公理 患 想 上 方法 中 ， 基 本 概 
侈 是 不 加 定义 的 ， 它 的 范围 、 内 育 和 特征 基 由 公理 体系 确定 
的 ， 并 不 是 先 于 公理 体系 而 确定 。 也 就 是 形式 化 公理 体系 中 的 
基本 概念 可 以 解释 为 各 种 不 同 的 县 体 对 象 ， 只 要 它们 符合 公理 
堆 定 的 基色 即 可 )。 从 此 以 后 ， 许 多数 党 分 支 如 抽象 代数 、 邦 
扑 空 间 利 集合 论 等 邵 各 自 建 立 了 自己 的 公理 体系 ， 有 的 还 同时 
建立 了 了 儿 种 不 同 的 公理 体系 ， 如 集合 论 中 有 著名 的 ZFC 公理 
体系 和 NBG 公理 体系 .特别 值得 指出 的 是 柯 尔 莫 哥 洛 夫 于 
1933 年 建 六 了 概率 论 的 公理 体系 ,使 得 像 概 率 论 这 样 与 实际 
联系 比较 时 密 的 堂 科 也 能 建立 在 牢固 的 逻辑 基础 之 上 ， 充 分 显 
示 了 公理 化 思想 和 远 辑 演绎 推理 思想 的 碱 力 . 

(3 ) 公 理化 忠 想 及 兆 辑 注 绎 推理 思想 对 整个 科学 方法 论 的 
形成 与 发 展 起 到 了 示范 作用 . 自 & 几 和 何 康 不 》 问 世 以 来 ， 不 少 人 
认为 $ 儿 何 床 本 $》 所 使 用 的 思想 方法 ， 不 仅 是 建 谤 几何 学 和 整个 
数学 体系 的 可 靠 的 品 想 方法 ,而且 也 适用 于 建立 所 有 的 科学 栖 
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系 . 例如 ,在 第 - 章 中 提 刘 的 17 主 纪 的 唯 型 主 浆 掌 者 斯 宾 诺 
涉 曾 经 仿 黎 《 儿 何 原本 》， 把 人 的 思想 、 情 感 和 黎 望 等 当 作 几 何 
中 的 点 、 线 、 耐 来 研究 ， 写 出 他 的 各 车 《伦理 学 3， 现 代 科 学 
(尤其 是 月 然 科 党 ) 更 是 发 其 采用 形式 化 公理 思想 方法 作为 研究 
和 表达 于 段 ， 例如， 拉 格 郎 日 在 1788 年 发 表 的 4 分 析 力 学 4 一 
书 中 ， 从 虚 功 原理 出 发 进行 纯 数 党 演绎 (不 借助 任何 实验 和 图 
形 ) 得 出 了 分 析 妃 学 中 的 主要 结论 ， 黄 定 了 现代 公理 化 理论 力 
学 的 基础 . 艾 如 现代 科学 所 日 爱 因 斯 旺 是 一 位 糖 遵 开 何 学 并 且 
应 用 公理 化 思想 及 演绎 推理 ,上 闻 创 自己 研究 十 作 的 物理 学 家 、 
他 多 次 提出 在 物理 学 的 研究 中 也 应 当 在 逻辑 上 从 少数 几 个 所 谓 
公理 的 基本 假定 出 发 ， 他 在 1905 牛 创建 的 狭义 相对 论 中 就 运用 
了 这 种 思想 方法 ， 把 狭义 相对论 的 整个 理论 建立 在 两 条 公理 
上 : 要 对 性 原理 和 光速 不 变 原理 ， 爱 因 斯 坦 的 这 一 理论 成 果 对 
推动 现代 物理 及 科学 技术 向 前 发 展 起 到 了 巨大 的 作用 . 


二 、《 九 章 算 术 》 及 其 影响 


1.《 畴 章 算 术 》 形 成 的 历史 背景 

4 九 章 算 术 》 是 我 国 古代 一 部 数学 专著 ， 它 不 是 一 个 人 的 作 
品 ， 也 不 是 一 个 时 代 成 书 的 ， 而 是 经 过 许多 数学 家 的 修订 和 增 
补 才 逐渐 成 书 的 . 

从 春秋 战国 到 秦汉 时 期 ， 随 着 铁器 的 使 用 、 矿 产 的 开 握 、 
大 型 本 利 工程 的 兴修 等 ， 使 我 国手 工业 、 农 业 及 各 种 技术 有 了 
很 大 的 发 展 ， 数 学 也 获得 相应 的 发 展 . 事实 上 上 上， 生产 与 生活 都 
需要 各 式 各 样 的 数学 知识 ， 或 提出 新 的 数学 问题 例如， 西汉 
时 期 由 于 农业 发 展 ， 生 产 的 粮食 用 不 完 ， 需 要 修建 大 量 的 粮仓 
贮存 粮食 ， 从 而 需要 计算 各 种 立体 的 体积 .各 种 粮食 的 交换 ， 
又 规定 了 比例 美 系 ， 汉 武帝 时 又 实行 “ 均 输 法 ”"， 从 数学 角度 看 
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就 是 志 半 家 规定 合理 运输 赋 谷 的 方案 ， 汉 代 规 模 洗 大 的 水 利 工 
程 则 党 要 更 复杂 、 更 精确 的 计算 ， 所 有 这 些 ， 使 得 这 个 时 期 的 
数学 得 到 充分 的 发 展 ， 内 容 日 益 丰 富 ， 并 且 具 有 算法 化 和 实用 
性 的 倾向 . 

另 -方面 ,在 春秋 战国 时 期 侍 、 法 、 名 、 阴 阳 、 潜 等 
“请 子 日 家 形成 了 不 同 的 流 旅 ， 他 们 在 政治 上 和 学 术 上 都 各 自 

提出 自己 的 主张 ， 百 家 争鸣 ， 学 术 气 锁 异 常 活跃 ， 其 中 名 家 和 
慰 家 都 会 运用 形式 贤 辑 ， 特 着 是 崇 家 更 为 突出 .但 在 墅 家 之 
后 、 刘 微 之 前 的 大 约 六 七 百年 之 问 ， 形 式 多 加 在 中 国 不 但 没有 
向 前 发 展 ， 而 吕 处 在 衰落 时 期 ， 在 这 种 特有 的 文化 背景 下 形成 

的 中 国 占 代 数学 体 奈 自 然 具 有 自己 鲜明 的 特征 一 一 非 逻辑 化 
倾向 。 

将 数学 用 于 解决 实际 问题 及 韭 逻辑 化 的 学 术 思 潮 对 中 国 十 
代数 学 的 发 展 产生 了 极 大 的 影响 ,《 九 章 算 术 》 下 是 存 这 种 背景 
下 成 书 的， 它 与 古 希 腊 数 学 的 逐 辑 化 、 几 何 化 倾向 相反 ， 具 有 
算法 化 、 实 用 性 及 非 远 辑 化 倾向 ， 

2.《 丸 章 算术 》 的 主要 内 容 和 思 粮 特点 

《 九 章 算 术 》 是 我 国 古代 数学 的 一 部 经 典 著作 ， 它 初步 形成 
了 以 计算 为 中 心 、 以 解决 实际 问题 为 日 的 ， 形 数 结合 的 归纳 体 
系 ， 有 着 丰富 的 数学 知识 内 容 和 独特 的 思想 特点 ， 

《 九 章 算 术 》 中 共 列 出 246 个 实际 问题 ，199 条 术 文 ， 共 分 
为 九 章 . 第 一 章 名 为 * 方 田 ”"， 列 题 38 个 ， 立 术 21 条 ， 主 要 是 
讲 平面 几何 图 形 的 计算 方法 .第 二 章 各 为 " 票 米 ”， 列 题 46 个 ， 
立 术 33 条 ， 主 要 是 讲述 以 谷物 交换 为 中 心 的 比例 算法 .第 三 
章 名 为 " 衰 分 "， 列 题 20 个 ， 立 术 22 条 ,主要 是 讲 以 分 配 为 中 
心 的 比例 分 配 ， 第 四 意 名 为 * 少 /"“， 列 顾 24 个 ， 立 术 16 条 ， 
讲述 已 知 矩 形 ( 含 正方 形 ) 面 积 求 一 一 边 之 长 和 已 知 立方 体 体积 求 
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其 楼 长 的 开 广 法则， 以 及 书 知 球 的 体积 求 其 直径 的 算法 . 第 五 
章 名 为 " 南 切 ”"， 列 题 28 个 ， 立 术 24 条 ,讲述 以 各 种 形状 的 地 
体 的 体积 计算 公式 .第 六 章 名 为 * 均 输 ”". 询 题 28 个 ， 立 术 28 
条 ，、 齐 述 以 旺 税 计算 和 其 他 岂 用 是 为 中 心 的 比较 复杂 的 比例 计 
算 方法 ， 第 上 章 各 为 " 僵 林 足 ”， 列 题 20 个， 立 术 17 条 ,讲述 
以 查缉 亲 是 为 中 心 的 一 种 肥 般 设 算 法 ， 第 稚 章 名 为 方程” ， 齐 
题 18 全 ， 立 术 地 条 ， 讲 述 以 才 抱 问题 为 中 心 的 线 忻 方程 组 的 
算法 (相当 于 今天 的 扼 笑 初等 必 换算 法 )， 第 几 章 名 为 *“ 勾 股 ”， 
列 题 24 个 ， 立 术 19 条 ， 讲 述 以 测量 问题 为 中 心 的 直 亲 二 角形 
的 三 边 互 求 ， 以 及 容 贺 、 容 方 的 解法 ， 还 讲 到 相似 勾 股 形 、 勾 
股 数 和 一 元 .次 方程 的 解法 ， 

《 岂 童 算术》 中 的 数学 思想 主要 表现 在 下 列 几 个 方面: 

(1 ) 经 世 致 用 思想 

《 九 章 算术 》 是 按 当 时 社会 实践 所 需 鉴 解决 的 问题 来 分 类 
的 ， 每 “类 中 设置 苦于 实际 问题 ， 每 个 向 是 都 提供 有 关 的 算法 
和 问题 的 答案 . 或 是 其 大 其 实际 问题 的 计算 中 提炼 出 来 的 数学 
模型 ,由 此 可 以 看 出 ,《 九 章 算 术 》 中 建立 了 -个 按照 实际 应 用 
问题 性 质 归纳 分 类 的 开 吉 性 的 理论 体系 ， 这 种 理论 体系 与 & 儿 
条 原 本 } 中 建立 的 封闭 的 逻辑 演绎 体系 不 同 ， 它 对 整个 社会 生 
产 和 生活 实际 是 开放 的 ， 其 内 容 和 体系 都 与 当时 的 社会 生产 和 
生活 实际 紧密 和 相关， 在 4 九 章 算 术 》 成 书 之 后 的 二 于 多 和 牛 时 间 
肉 ， 它 成 为 了 中 国 古 典 数 学 的 经 典 著 作 和 范本 ,《 九 章 算术 》 对 
于 现代 数学 思想 发 展 具 有 重大 的 影响 ， 事 实 上 ， 现 代 应 用 数学 
正 是 按照 应 用 方向 或 主要 采用 的 数学 模型 米 分 类 的 ， 

(2 ) 算 法 化 思想 

《 九 章 算 术 }》 中 的 思想 方法 集中 表现 在 它 所 给 出 的 儿 十 个 数 
学 公式 和 法 则 上 ， 它 们 可 归纳 为 四 类 算法 和 两 类 求 积 公式 ， 
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四 类 算法 是 分 数 算 法 伍 广 田 "人 章 }、:- 般 比率 算法 全 票 米 ”、 
“ 衰 分“ 均 输 ”下 章 )、 开 力 算 法 (少儿 " 章 ) 以 及 组 全 比率 算法 
(各 不 是 ” “方程 " “多 星 "二 章 )。 两 类 求 积 公式 是 面积 公民 
{“ 方 对 ” 章 } 和 体积 公式 (* 商 功 ` 章 }。 不 少 算法 给 出 了 程序 化 
的 计算 步骤 ,内 而 都 可 以 编 成 得 序 在 更 代 电 子 计算 机 上 实施 ， 
充分 体现 了 算法 化 [机械化 ) 的 电 想 特征 、 即 把 满足 … 定 条 件 的 
较 复 如 的 数学 计算 , 分解 为 租 单 的 、 刻 概 的、 重复 的 机 械 动 
作 、 夺 到 以 数 晶 较 多 的 一些 简单 的 旱 和 的 工作 去 实现 比较 复杂 的 
质 的 日 的 ， 

(3 ) 形 数 结 台 号 想 

《4 妃 章 算 术 》 中 包含 有 卡 富 的 几何 内 容 ， 分 别 属于 “ 方 田 ”、 
少 广 ”、“ 商 功 ”、“ 勾 股 "等 音 ， 在 这 些 瘟 节 中 对 图 形 的 研究 表 
规 为 数量 的 计算 ， 它 以 长 度 、 面 积 各 体积 等 度量 为 主要 计算 对 
象 ， 充 分 体现 了 以 “计算 为 中 心 ”的 患 想 特 往 。 俩 如 刘 微 注 的 
《 九 章 算术 》 中 把 相似 色 股 形 的 概念 作为 基本 概念 ， 把 相似 色 股 
形 的 性 质 作 为 基本 性 质 ， 通 过 相似 勾 股 形 的 性 质 把 一 些 几 何 问 
题 转化 为 代数 问题 ， 并 与 长 度 、 面积 和 体积 联系 在 - -起 . 推 苯 
出 一 条 刻 计 算 会 式 ， 形 成 了 求 积 理论 中 前 棚 比 法 和 邹 股 术 中 的 
到 股 比 率 论 。 另 方面， 在 4 九 章 算术 》 中 ， 疙 何 的 原理 和 方法 
被 成 功 地 氮 用 于 代数 .例如 & 妃 章 算 术 》 中 的 王 闪 方术、 再 立方 
术 和 二 次 方程 的 数值 解法 都 是 来 源 于 几何 ， 此 外 ， 刘 徽 还 用 出 
人 相 补 的 几何 方法 得 则 了 求 整 匀 股 弦 的 一 般 公式 。 由 此 可 以 看 
出 几何 方法 与 代数 方法 的 瓦 相 渗透 、 数 与 形 的 巧妙 结合 成 为 了 
《4 九 章 算术 》 的 及 一 个 显著 的 思想 特征 . 

(4 ) 模 型 化 思想 

《 九 章 算术 ?中 每 - 章 都 是 从 大 量 实际 问题 中 选择 其 有 典型 
性 的 现实 原型 作为 所 讨论 的 问题 ， 然 后 通过 * 术 "( 即 算法 ) 用 形 


式 化 语言 对 问题 中 各 元 素 的 关系 、 回 题 的 本 质 及 解决 问题 的 … 
般 过 程 进行 描述 .概括 好 袁 达 出 一 定 的 数学 结构 ， 也 就 是 将 实 
际 原 型 转化 成 为 数学 模型 ， 当 然 有 的 则 先 给 出 数学 模型 ， 再 举 
出 这 些 数 学 模型 可 以 应 用 的 康 型 .通过 对 数学 模型 的 研究 得 出 
算法 来 .而 算法 运用 于 数学 模型 表述 出 来 的 一 类 间 题 ， 以 原型 
中 的 处 理 方法 为 范例 ， 人们 就 可 以 应 用 所 得 出 的 算法 去 解 喘 实 
际 中 的 问题 ， 可 见 模型 化 思想 是 与 算法 化 思想 紧密 相关 的 ， 针 
对 建立 起 来 的 数学 模型 去 研究 与 之 相 适 应 的 算法 也 正 是 近代 计 
算数 学 理论 所 要 解决 的 主要 问题 . 

(5 ) 兴 证 思想 

中 国 十 代 哲 学 的 辩证 思想 极为 丰富 ， 而 中 国 古 代数 学 植 根 
于 社会 生活 实践 之 中 ， 必 然 受到 中 国 古 代 哲 学 的 深刻 影响 ， 这 
种 影响 在 4 九 章 算术 # 中 也 得 到 了 充分 的 反映 。 刘 微 在 《 九 章 算 
术 》 中 多 次 运用 了 极限 观念 及 其 理论 ， 正 确 地 解决 了 一 些 较 难 
的 数学 问题 ， 他 从 贺 内 接 6 边 形 算 起 ， 令 边 数 -以 一 和 倍 地 增 
加 ， 逐 个 算出 6 边 形 ，12 边 形 ，24 边 形 … 的 面积 ， 逐 步 逼 近 
加 面积 、 从 而 求 出 贺 面 积 。 他 算 到 圆 内 接 正 192 边 形 ， 得 到 x 
的 近似 值 是 3.141024， 且 他 还 证 明了 圆 田 术 ;“ 半 男 半 径 相 乘 
得 积 步 ， 也 就 是 圆 面积 等 于 半 阅 周 长 与 半径 之 积 ， 此 外 ， 刘 
微 的 这 种 极限 思想 还 可 在 他 关于 开 方 不 得 整数 的 平方 根 的 近似 
值 的 算法 讨论 中 看 到 ， 在 数学 中 应 用 极限 思想 是 刘 徽 所 注 的 
《 九 章 算 术 } 中 的 一 项 重大 成 就 ， 只 有 具有 中 同方 代 的 那 种 包容 
一 切 ， 对 立 的 两 极 在 运动 中 发 生 转 化 的 玲 证 思想 ， 才 可 能 理解 
正 多 边 形 与 圆 的 对 立 统 --。 刘 微 在 ¢ 儿 章 算 术 》 注 中 虽然 没有 形 
.成 近代 数学 极限 理论 中 有 关 数 询 ， 数 列 和 、 单 调 数列 、 有 界 数 
列 以 及 收 敏 数列 等 确切 概念 ， 但 是 ， 刘 微 所 使 用 的 数学 思想 方 
法 与 近代 数学 极限 理论 中 的 思想 方法 是 基本 -- 致 的 。 此 外 ， 
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《 九 章 算 术 》 中 提出 了 下 负数 的 概念 以 及 关于 正 负 数 的 运算 法 
则 。 从 《儿童 算术 》 的 形成 的 时 代 算 起 ， 中 国人 合用“ 正 ”、 
“* 负 " 数 术 庄 至 今 大 译 少 有 1500 年 以 上 的 历史 了 .中 国之 所 以 
能 先 于 西方 上 开 个 世纪 引入 负数 并 承认 了 和 负数， 关键 在 于 中 国 
上 古代 数学 的 辩证 思想 ， 


$2.,2 非 歇 几何 的 诞生 


19 己 纪 ， 随 着 数学 的 发 展 ， 产生 了 一 门 新 的 几何 学 一 
非 获 几何 学， 已 突 航 了 两 于 多 年 来 传统 的 欧 氏 几何 的 束缚 ， 绽 
传统 的 数学 思想 以 猛烈 的 冲 目 ,不 仅 挫 动 了 几何 学 向 前 发 展 ， 
而 且 对 现代 数学 、 现代 自然 科学 和 数学 哲学 产生 了 深远 的 
影响 ， 


一 、 非 殉 见 何 思想 的 产生 


非 欧 儿 何 思想 的 产生 可 调 源 于 《几何 原本 》 中 的 第 五 公 
设 . 由 于 第 五 公设 ( 芭 平 行 公理 ) 不 仪 叙述 文字 哆 趴 ， 而 且 不 
符合 亚 里 十 多 德 兴 于 公理 "自明 性 "的 要 求 ， 所 以 自 欧 几时 得 以 
来 ， 人 和 们 都 试图 用 其 他 公设 和 定理 去 证 明 它 ， 意大利 的 萨 开 里 
是 第 一 个 试图 用 反 让 法 证 明 第 五 公设 且 影 响 较 大 的 数学 家 .他 
的 做 法 是 : 如 图 2-1， 假设 四 边 形 ABLD 中 ,AA=/AB= 
直角 ，477= BC 、 容 易 证 明 人 C= PD .为 了 证 明 作 C=/D 
= 直角 (从 而 可 证 明 “ 第 五 公设 ”)， 只 要 否定 下 列 两 个 假设 : 
(C=-D= 印 角 ; (2 )AC= .AD= 锐 角 ， 萨 开 里 从 (1 ) 
出 发 很 快 引 出 了 学 盾 ， 于 是 否定 了 (1 ), 但 是 他 从 {2 ) 出 发 却 
推出 了 很 多 结论 ， 其 中 第 38 个 推论 是 : 在 平面 内 存在 两 条 直 
线 4 和! 它们 在 一 个 方向 无 限 地 互相 接近 ， 而 在 其 相反 方 
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向 无 限 地 分 并 ， 这 样 和 和 全 将 在 无 穹 远 点 处 有 公共 的 下 线 ， 
他 说 这 显然 是 不 可 能 的 ， 是 "站 盾 ”， 其 实 这 只 是 与 人 们 的 视觉 
经 验 相 六 居 ， 并 没有 与 已 有 的 其 他 公设 和 由 这 些 公 设 推 出 的 定 
理 产 生 准 盾 . 国 此 ， 萨 并 时 月 认为 评 明 了 第 无 公设 ,其 实 并 没 
有 证 明 ， 

ey 1766 年 写 
成 了 4 半 行 线 论 》--- 书 ， 他 沿 善 萨 开 里 的 思 
路 走 下 二 ， 证 国 为 0 扒 | 
不 符合 人 人 们 的 直观 经 验 就 轻易 汕 和 
而 是 对 半 行 公理 的 可 证 明 性 提出 了 
他 大 胆 猜测 : 从 (2 ) 推 出 的 - 7 
在 欧 抑 时 得 空间 的 虚 球 面 上 实现 ， 这 旦 一 
种 数学 思想 上 的 重要 突破 ， 没有 这 种 思想 于 的 突破 ， 非 欧 几 何 
就 不 可 能 诞生 . 比 兰 伯 特 更 进一步 的 是 德国 数学 家 施 卫 卡特 和 
托 里 努 斯 ， 他 们 不 但 正确 地 竹 测 到 平行 公 型 的 不 可 证 明 性 和 新 
帮 何 的 存在 : 施 卫 卡特 称 这 种 新 几何 为 早 空 几何 ， 因 为 他 竹 测 
这 种 几何 可 在 星际 空间 成 立 )， 而 且 偿 为 新 儿 何 进行 了 革 些 探 
索性 工作 ， 相 当 于 非 欧 才 何 的 一 些 粗略 观念 . 

非 区 几何 的 最 终 创 立 应 归功 于 三 位 数学 家 ， 他 们 是 高 斯 ， 
亚 ' 鲍 那 和 罗 巴 切 夫 斯 基 ， 从 时 间 上 来 看 高 斯 最 早 ， 他 在 1816 
年 左右 就 已 经 提出 了 非 欧 几何 的 基本 思想 .确信 存在 -种 与 欧 
氏 几 何不 同 的 几何 学， 尽管 他 已 认识 到 非 欧 儿 何 的 深远 意义 ， 
但 他 害怕 新 的 几何 理论 不 会 蔽 人 理解 ， 而 会 被 嘲笑， 因此， 
终生 没有 向 世人 公开 宣布 自己 的 研究 成 果 . 不 仅 如 此 ， 对 于 别 
人 将 非 欧 几 何 的 研究 成 果 寄 给 他 ， 谐 他 评审 时 ， 他 也 没有 公开 
表示 支持 ， 高 斯 甘于 非 欧 几何 的 思想 是 在 他 殊 后 从 他 给 朋友 的 
信和 遗 稿 中 症 被 发 现 的 . 
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疼 2-1 


亚 : 钳 于 是 高 斯 的 骨 友 法 * 鸳 于 的 儿 广 ， 他 与 成 的 甘于 非 欧 
儿 何 的 论文 是 作为 其 多 和 莹 作 的 附录 发 表 的 . 有 附录 的 题 日 是 " 附 
录 ; 八 述 空间 绝 和 在 得 悍 性 的 党 说 ， 这 个 直 实 性 与 欧 几 里 得 的 第 
FF -公理 的 兵 护 无 英 …”， 当 法 * 鲍 耶 把 世子 窟 的 附录 寄 给 高 
斯 ， 清 他 评论 时 ， 高 斯 同人 i 谨 :“…' 人 称赞 他 等 于 称 鞠 我 自己 ， 
国 为 这 时 研究 的 一 团 肉 容 ， 你 儿 邓 所 采 由 的 六 法 和 他 所 达到 的 
-要 结果 . 儿 平 和 我 的 -部 分 在 30 一 35 年 前 己 开 始 的 个 人 人 沉 
思 相 符合 ,我 直 是 苓 这些 陡 环 了 …“ 信 中 并 表示 他 不 便 公开 鞠 
许 ， 虽然 亚 *' 鲍 那 在 非 欧 几何 发 现 面 前 并 扰动 抬 和 软弱 表现 ， 
但 他 在 了 述 附 未 中 提出 的 概念 和 命题 太 过 于 简 炬 ， 以 致 设 有 引 
电学 术 界 的 注意， 

第 二 公设 问题 的 彻底 种 决 省 是 罗 世 切 夫 斯 基 ， 他 杰 1826 
年 2 月 1 里 喀 山 大 学 物理 数学 条 会议 上 ， 家 读 了 报告 “甘于 多 
林原 旦 的 讨论 "，、 并 于 2 月 23 日 又 宣读 了 抠 告 “平行 线 理 沦 和 
几何 尝 原 理 几 这 及 证 明 "， 之 后 ， 他 还 公开 发 表 了 "几何 学 原 
理 “《1829 和 后) “ 末 行 线 理论 的 几何 研究 "(18440 年} 等 -系列 有 
关 非 欧 玉 和 何 的 论文 ， 这样. 因 巴 切 大 斯 基 开 辟 了 儿 何 学 的 一 个 
新 领域 、 刨 建 了 非 敬 上 几 衍 学 ， 从 而 从 理论 上 解决 了 第 五 公设 不 
可 证 问题 ， 风 也 切 去 斯 基 创 立 的 新 此 何 动 择 了 了 旧 的 传统 观念 ， 
内 而 中 息 教 党 的 反对 ， 意 主教 育 布 他 的 学 说 是 钱 滴 ， 有 人 用 医 
名 箭 在 休 志 上 陷 号 、 嘲 笑 、 任 辱 他 ， 兵 你 宜 布 他 是 狗 子 . 这 - . 
切 正 如 高 斯 所 闪 料 的 . 虫 是 高 斯 害 属 的。 高 斯 信和 在 和 大通 信条 
涪 到 自己 对 罗 巴 切 夫 斯 划 理 论 的 钦 作 而 不 艇 公 并 支持 他 ,但 
是 鸭 巴 切 卡 斯 基 却 水 包 上 屿 ， 怪 持 真 理 ， … 个 人 英 将 育 斗 到 底 . 

从 上 述 情 况 来 看 ， 创 立 非 欧 风 和 何 的 芋 位 数学 家 ， 在 思想 上 
所 经 过 的 访 竹 大 致 相同， 只 几乎 是 问 时 在 -个 本 癌 的 国家 得 到 
类 但 的 结论 ， 这 表明 - .种 新 的 数学 思想 在 经 过 长 期 积累 后 必然 
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会 出 现 。 即使 不 是 高 斯 、 饱 隧 和 罗 巴 切 去 斯 基 ， 也 会 有 别 的 数 
学 家 公立 非 欧 几何 ， 其次， 非 敬 儿 何 的 创立 还 说 明 创 立 一 种 新 
的 数学 思想 ， 必 须 敢 于 问 顽固 的 传统 思想 各 传统 观念 决裂 ， 高 
斯 下 是 由 于 急 记 及 巴 切 夫 斯 基 的 这 种 精神 而 不 玻 公 开 自 己 的 研 
究 成 果 ， 致 个 非 欧 儿 何 的 医生 罕 少 推 壕 了 [0 年， 

1854 年 ， 德 国 青年 数学 家 黎 曙 在 哥 廷 根 作 了 "基于 作为 几 
何 学 基础 的 假设 "的 著名 演讲 (1868 牛 正 式 发 表 )， 提 出 了 更 为 
一 般 的 几何 空间 一 一 广义 蒙 曙 空间 ， 作 为 特 便便 得 到 普通 欧 氏 
空间 、 罗 记 切 夫 斯 基 空 间 { 次 是 空 间 } 和 疾 义 笋 曼 空 间 { 梯 阅 空 
间 )， 黎 曼 在 报告 中 所 阐述 的 几何 思想 极为 深刻 ， 据 说 当时 听 
报告 的 人 中 除了 年 迈 的 高 斯 外 没有 -个 人 听 得 懂 ， 笋 曼 之 后 ， 
意大利 数学 家 贝尔 特 拉 米 于 1866 年 发 表 了 “* 非 欧 几 柯 解 释 的 党 
试 一 文 ,， 证 明了 非 欧 几 何 可 以 在 欧 儿 蛙 得 空间 中 人 的 奈 面 ( 负 党 
数 高 斯 曲率 曲面 ) 上 实 志 . 接 资 ，1870 年 德国 数学 家 克 菜 因 也 
给 出 了 一 个 解释 ， 之 后 法 国 数学 家 庞 加 菜 又 给 出 了 一 个 解释 . 
遂 过 他 们 建立 的 模型 可 以 将 非 欧 几何 中 的 命题 " 翻 详 " 成 欧 氏 
儿 何 中 的 相应 命题 ， 既然 ， 人 们 承认 欧 氏 几何 中 没有 也 请， 月 
然 也 就 承认 了 非 欧 几 何 中 也 没有 蔬 盾 ， 人 此 ， 非 欧 几 何 才 得 到 
学 术 界 的 部 认 和 赞扬 ， 一 场 长 达 两 千年 的 关 二 第 五 公 说 是 否 可 
证 明 的 争论 才 得 到 圆满 地 解决 ， 


二 、 非 欧 儿 何 创 立 的 历史 意义 


非 欧 几何 的 创立 打破 了 两 于 多 年 以 来 网 氏 几 何 . 统 天 下 的 
局 面 ， 从 根本 上 革新 和 拓宽 六 人 们 对 几何 空间 的 认识 ， 给 数学 
开 租 了 研究 各 种 空间 的 新 领域 。1872 年 克 莱 因 提出 了 著名 的 爱 
尔 胃 李 纲领， 用 变换 群 的 观点 对 各 种 几何 学 (包括 欧 氏 见 何 、 
罗 巴 切 夫 其 基 儿 何 ， 黎 曼 几 何等 ] 进 行 了 分 类 ， 对 儿 何 学 的 发 
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虑 产生 了 重 人 的 影响 .之 后 黎 曼 几何 六 有 了 新 的 发 展 ， 产 生 了 
更 一 般 的 以 曲线 长 度 积分 为 基础 的 芬 斯 勒 空间 ， 以 起 曲面 的 面 
积分 为 基础 的 嘉 当空 间 ， 以 二 阶 微分 方程 为 基础 的 道路 空间 ， 
… 这 些 统 称 为 - 般 空 间 。 比 黎 曙 空间 的 概念 更 广 . 因此 ， 可 以 
说 ， 非 欧 几 何 的 诞生 奶 数 学 由 近代 数学 时 期 向 现代 数学 时 期 转 
折 的 重 鉴 标志 之 --， 也 是 数学 从 以 直观 为 基础 的 时 代 进 人 以 理 
性 为 基础 的 时 代 的 重要 标志 之 一 . 

1. 非 欧 几 们 所 丝 含 的 数学 思想 是 非常 深刻 的 ， 它 的 产生 
表明 数学 的 逻辑 结构 对 现实 直观 有 具有 相对 独立 性 ， 也 表明 数学 
的 逻辑 推理 可 独立 于 物质 世界 进行 ， 从 而 把 大 们 的 思想 从 “ 数 
学 结论 必须 符 台 感性 直观 "这 一 传统 观念 的 束缚 下 解放 出 来 . 它 
的 成 功 还 表明 ， 大 们 的 数学 思想 木 能 固守 在 某 个 模式 之 中 ，- 
且 有 从 正 依 的 前 提出 发 经 过 正确 的 逻辑 推理 得 出 了 新 的 数学 思 
想 方 法 种 新 的 结论 ， 就 要 散 于 突破 旧 的 思想 的 束缚 ， 坚 持 真 
理 ， 才 不 致 于 像 高 斯 那样 发 现 了 真理 而 不 逆 于 坚持 的 遗 慷 ， 

2. 非 欧 几 何 的 创立 促使 了 公理 化 思想 方法 的 完善 和 发 展 ， 
公理 化 思想 方法 经 历 了 三 个 阶段 ， 公 理化 思想 方法 的 产生 阶 
段 、 完 善 阶 段 以 及 形式 化 阶段 ,第 一 阶段 包括 亚 里 斯 多 得 的 公 
理化 出 想 以 及 欧 儿 里 得 的 《几何 原本 》. 由 于 《 儿 何 原本 》 中 所 论 
述 的 是 -- 些 特定 的 儿 何 对 象 (点 、 线 、 而 等 }， 这 些 对 象 具有 明 
显 的 直观 背景 ， 头 此, 《几何 原本 》$ 中 的 公理 体系 可 称 为 “实体 
化 公理 "， 第 二 阶段 包括 对 欧 岂 里 得 公理 体系 的 各 种 思考 (其 中 
以 对 第 五 公设 基 玫 可 证 明 的 思考 最 引 人 注 自 )， 这 个 时 期 经 亡 
了 两 于 牛 ， 直 到 非 欧 儿 何 的 创立 。 第 三 阶段 则 以 希 尔 伯 特 的 名 
苹 4 几 何 基 础 》 的 间 世 为 标志 ， 希 尔 伯 特 公理 体系 中 称 为 点 、 
线 、 面 的 对 象 ， 并 不 具有 任何 具体 的 意义 ， 这 些 名 称 甚至 可 换 
为 他 何 其 他 术语 ， 这 样 就 完全 摆脱 了 空间 观念 的 直观 部 分 ， 因 
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此 ,几何 基础 》 中 的 公理 体系 可 称 为 "形式 化 公理 ”"， 在 上 述 二 
个 阶段 中 非 欧 克 何 的 创 剖 具有 这 上 局 下 的 作用 ， 它 对 公理 化 思 
想 方 法 的 完善 和 进步 发 展 产 牛 了 深刻 的 影响 ,具体 表现 为 下 
列 几 个 方面 ; 

(1 ) 非 欧 几 何 表 明 ， 第 去 公设 是 不 能 由 虑 他 刀 个 公设 或 公 
理 来 证 明 的 ， 它 是 独立 的 命题 . 这 使 人 们 认识 到 一 个 完备 的 公 
理 体系 中 每 一 个 公理 者 必须 星 独 立 的 ,我们 可 将 其 中 一 个 独立 
的 会 理 用 其 他 独立 的 公理 来 代 厢 而 形成 一 个 新 的 公理 体系 ， 这 
是 现代 数学 中 一 种 重要 的 思想 方法 ， 

(2 ) 非 欧 几 何 中 一 每 列 结 论 己 人 们 的 开 观 经 验 相 学 盾 ， 人 大 
们 自然 要 问 : 将 欧 氏 几何 中 第 五 公设 甲 罗 巴 切 夫 斯 基 或 袭 受 的 
羊 行 公 弄 代理 后 ， 和 与 其 他 公理 是 否 矛 盾 呢 ? 虽然 贝尔 特 控 米 、 
克 菜 因 和 施加 革 用 数学 模型 方法 证 明 了 非 敬 儿 何 相对 于 欧 氏 几 
何 是 不 矛盾 的 ， 担 是 这 不 能 使 大 们 放弃 邓 欧 氏 儿 何 公理 体系 本 
妈 的 相 容 性 的 探讨 。 由 丁 有 本 解析 几何 ， 这 等 于 在 实数 系统 中 
构造 了 一 个 欧 氏 几何 的 模 碟 ， 于 是 ,网 氏 几何 的 相 容 性 就 归结 
为 实数 系统 的 由 容 性 ， 而 实数 又 可 用 有 有 理 数 的 他 割 来 定义 ， 寺 
是 又 归结 为 自然 数 系统 的 相 容 性 ， 而 自然 数 系统 或 算术 系统 的 
相 容 性 又 归结 为 集合 论 的 相 容 性 . 算术 公理 的 相 容 性 问题 是 希 
尔 伯 特 在 1900 年 世界 数学 家 大 会 上 提出 的 著名 的 23 个 问题 中 
的 第 一 个 问题 ， 这 个 问题 时 然 取得 了 - 些 进 展 ， 但 主 今 尚 末 完 
-全 解决 ， 因 此 集合 论 的 相 容 性 问题 至 今 也 还 基 .个 这 。 当 然 ， 
如 果 假 定 算术 系统 是 相 容 的 ,那么 欧 氏 几何 的 机 容 性 就 可 以 得 
到 证 骨 ， 可 见 ， 对 磋 欧 几何 相 容 性 的 研究 促进 了 公理 化 思想 方 
法 的 深入 研究 ， 也 导致 了 人 们 对 数学 基础 的 研究 ， 上 此外， 证明 
韭 欧 几何 由 对 相 容 性 的 数学 模 痢 方法 也 成 为 了 现代 的 -种 重要 
的 数学 如 想 方 法 ， 
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(3) 非 欧 开 何 的 创立 ， 是 对 欧 氏 用 何 公 惠 体 系 的 反思 而 
引起 的 .这 使 后 来 的 数 堂 家 注意 对 几何 基础 万 至 整个 数学 基础 
的 研究 ， 除 了 上 上述 关于 公理 体系 的 独立 件 和 相 窜 性 的 探讨 以 
外 ， 大 们 还 格力 于 公理 体系 的 完 兰 性 研究 ， 所 谓 完 兰 性 指 的 中 
这 个 公理 体系 中 的 公 址 已 构成 最 广 广 的 和 集合， 不 允许 再 添 人 其 
他 新 的 公理 ({ 大 家 早已 发 现 欧 几 里 得 原来 的 公理 体系 并 不 完 
备 )。 1871 - 1872 年间 德国 数学 家 康 托 和 戴 德 金 不 约 而 同 地 提 
出 了 连续 性 公理 ，1882 年 德国 数学 家 出 许多 提出 了 棋 序 公理 ， 
马 许 还 从 理论 二 提出 了 形式 化 公理 六法 的 思想 ， 正 是 在 许 沼 数 
学 家 的 研究 工作 基础 上 上 ， 和 希 尔 伯 特 提出 了 答 甸 的 希 尔 伯 特 公理 
体系 ， 这 个 体系 涉 仅 满 吓 独立 性 和 相对 柑 容 性 ( 凤 相 对 算术 体 
系 是 由 容 的 ) 等 要求 ， 蛤 由 名 尔 伯 特 利 则 模型 论 中 的 重要 概念 
范 畸 性 证 明了 他 提出 的 公理 体系 是 完备 的 . 扣 实 上 ， 希 尔 
们 特 根据 他 提出 的 会 理 导 出 了 欧 氏 几何 的 若 十 基本 定理 ， 后 人 
又 继续 演绎 推导 ， 直 和 到 证 得 欧 氏 《 风 和 何 原 本 》 的 所 有 定理 ， 完 分 
坚 示 了 希 尔 伯 特 提出 的 几何 公理 体系 己 经 排除 了 《几何 原本 》 的 
不 是 之 处 .此 和 外， 希 尔 伯 特 已 经 把 公理 化 思想 方法 发 展 到 证 形 
式 化 的 阶段 ， 填 开 这 种 形式 会 理化 思想 方法 迅速 从 于 何 领域 扩 
忠 到 算术 .数理 逻辑 ， 集 人 台 论 、 概 率 论 等 领域 ， 由 此 形成 的 公 
理化 思 权 方法 ,已 经 成 为 再 代数 学 的 下 要 思 相 方法 之 一 ， 

3,， 韭 工 儿 何 的 创 剖 ， 改 谈 了 柳 氏 儿 箱 是 描述 物质 空间 性 
- 直 惠 的 吾 法 ， 这 对 于 加 世纪 初 物 理学 中 关于 空间 和 时 间 的 
物理 观念 产生 了 科大 的 影响 ， 爱 央 斯 地 为 了 建立 广义 机 对 论 的 
精确 表 法 方法 ， 小 得 不 花费 7 全 的 时 间 来 辕 赋 非 欧 几何 学 ， 主 
1915 年 ， 他 终于 闸 明 了 让 关 相 对 论 中 关于 ”中 力 场 “的 几 柯 学 
理论 .按照 相对 论 的 观点 ， 字 内 结构 的 几何 学 不 星 欧 开 几 何 学 
而 恰恰 是 接近 非 欧 几 休学 ， | 
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4. 非 欧 几何 的 内 容 逐 步 洲 透 到 其 他 数学 分 支 。 例如 ， 黎 
曼 几 和 何不 仅 是 微分 几何 的 基础 ， 而 纠 运 用 到 微分 方程 、 变 分 法 
和 复 党 滞 数 等 方面 ， 法国 数 学 家 庞 加 莱 利 用 复 半 血 作 出 的 罗 已 
切 夫 斯 基 儿 何 ( 双 曲 几 何 ) 模 型 证 明了 自 导 隔 数 的 基本 区 域 是 一 
些 彼此 全 等 的 多 边 形 ， 对 建立 自 守 晴 数 的 是 本 理论 起 了 重大 的 
作 几 . 

5. 非 欧 几何 的 创立 ,不仅 引起 了 一 些 重要 数学 分 支 的 产 
生 ， 促 进 了 数学 的 发 展 ， 而 且 合 数学 家 加 深 了 对 数学 本 质 的 理 
解 ， 使 数学 哲学 的 研究 进 人 了 一 个 胃 新 的 历史 阶段 。 在 如 何 着 
待 数学 的 真理 性 这 一 问题 上 ， 由 王 非 局 几何 的 诞生 ， 使 许多 数 
学 家 和 哲学 家 担 出 了 各 种 不 同 的 观点 ， 长 期 争论 ， 轿 渐 形成 了 
各 种 不 同 的 数学 真理 论 ， 如 经 验 真 理论 、 分 析 真 理 讼 及 条 件 真 
理论 等 等 ， 此 外 ， 数 堂 基础 问题 、 数 学 本 体 论 问题 以 及 数学 中 
悼 论 问 题 等 -系列 数学 哲 掌 问题 都 与 非 葡 几 何 有 养 不 叮 分 割 的 
联系 ， 

总 之 ， 正 如 希 尔 伯 特 所 说 的 :“19 志 纪 最 有 启发 性 、 最 重 
要 的 数学 成 就 是 非 欧 几何 的 发 现 ，” 


$2.3 三 次 数学 危机 


一 、Y2 的 发 现 与 第 一 次 数学 危机 


1. 第 一 次 数学 危机 的 产生 
公元 前 5 世纪 ， 占 希腊 的 毕 达 哥 拉 斯 创立 了 一 个 崇拜 阿波 
罗 神 和 从 事 数 党 研究 前 秘密 社 国 ， 历 史上 区 为 毕 达 哥 拉 斯 党 
派 。 他 们 认为 数 是 万 物 的 本 诛 ， 数 产生 万 物 ， 数 的 规律 统治 
万 物 ， 用 毕 达 骨 拉 斯 的 话 来 讲 ， 就 是 “ 方 斩 和 缘 数 ”。 毕 达 哥 拉 
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斯 和 他 的 门徒 并 道 过 数 的 抽象 研究 去 论证 他 们 的 和谐 的 宇宙 
系统 "的 人 志 界 观 。 

毕 达 哥 拉 斯 学 派对 几何 学 的 资 献 最 大 ， 他 们 发 现 了 所 谓 举 
达 哥 拉 斯 定 旺 ， 即 和 直角 一 第 形 两 直角 边 的 平方 和 等 于 斜 边 的 平 
方 ， 我 同 称 此 定理 为 勾 股 定理 或 商 高 定理。 商 高 比 毕 达 哥 拉 斯 
要 早 604 多 年 知道 这 :结论 ， 毕 达 哥 拉 斯 (或 他 的 门徒 ) 发 现 ， 
当 自 角 :有 形 卫 直 前 边 相 等 时 ， 斜 迅 与 直 钊 边 之 比 是 不 可 公 度 
的 , 即 斜 边 与 直 前 边 的 比 仿 *2 不 再 是 数 ( 措 自然 数 或 分 数 )， 
据说 他 们 还 用 归 订 法 证 明了 这 一 结论 .本 来 这 一 发 现 是 毕 达 哥 
拉 斯 学 派 的 一 大 成 就 ， 因 为 这 :事实 不 能 从 观察 和 经 蛤 得 出 ， 
所 能 通过 脖 辑 推理 和 抽象 的 电 芍 来 证 明 ， 这 说 明 人 们 的 近 象 思 
维 能 力 有 较 大 的 提高 .但 这 -发 现 引 起 了 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 俱 
坝 不 安 ， 因为 当时 人 们 的 认识 刚刚 从 自然 数 扩 充 到 有 理 数 ， 凭 
经 验 他 们 认为 "-- 切 量 皆 可 用 自然 数 或 分 数 来 表示 ”， 可 是 局 
然 发 现 等 腰 直 角 二 角形 中 当 直 角 边 等 于 1 时， 和 斜 边 这 个 实 实在 
在 的 量 却 不 能 用 数 表 示 、， 岂 不 与 他 们 所 奉行 的 “万 物 沸 数 " 的 信 
条 相 予 盾 吗 ?这 -发现 动 掺 了 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 上 牺 学 贫 见 ， 使 
他 们 陷入 根 度 不 安 的 深渊 之 中 ， 因 而 广 牛 了 数学 基础 的 第 一 次 
危机 ， 
2. 第 一 次 数学 危机 的 影响 

数学 史上 的 第 一 次 邹 机 村 数学 片 至 其 他 峙 学 的 发 展 都 产生 
六 深远 的 影响 .希腊 人 在 解决 这 次 危机 中 到 得了. :系列 重要 
成 果 . 

首先 ， 古 希 肛 人 为 了 继续 维护 自己 "万 物 管 数 " 的 信 你 ， 拒 
弧 承 认 避 是 数 ， 闪 称 它 为 几何 引 ， 把 数 和 景 加 以 割裂 ,认为 
数 是 离散 的 ， 儿 何 晤 是 连续 的 ， 是 不 可 公 度 的 。 于是， 希腊 学 
省 使 用 了 包括 不 串 公 度 华 内 的 比例 论 来 克服 这 个 采 准 ， 这 项 成 
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果 被 欧 玫 里 得 收集 在 $ 儿 何 原 本} 第 五 闫 和 第 十 卷 中 ， 比 例 论 似 
乎 能 使 希 噶 人 发 现 无 理 数 ， 半 由 此 建立 研究 连续 变化 的 算术 理 
论 一 一 实数 理论 ， 然而， 由 十 他 作 受 上 哲学 小 的 僻 见 所 禁 钻 ， 始 
终 油 有 做 到 这 -点 ,但 是 他 从 为 了 克服 这 光 危 机 调 发 展 的 比重 
论 韩星 欧 氏 几何 中 的 节 大 成 就 之 一 . 

其 次 ， 出 于 无 理 数 的 发 现 导 致 了 对 连续 其 的 研究 ， 而 当时 
的 算术 理论 中 没有 连续 量 ， 这 就 此 然 以 几何 量 的 连续 性 这 种 直 
观 概念 为 依据 ， 也 就 产生 了 用 证 处 理 连 续 量 的 穷 竟 法， 一 般 称 
它 为 阿 基 玉 德 预 备 定理 . 虽然 穷 竟 法 在 当时 还 没有 充分 推广 ， 
但 它 可 以 看 成 是 近代 积分 理论 的 先驱 ， 

此 外 . 这 次 危机 使 古 希 腊 人 在 数学 研究 方向 和 数学 思想 方 
法 上 产生 了 乒 大 的 变化 ， 由 于 几何 量 不 能 完全 由 自然 数 及 其 比 
表示 ， 而 任 何 数 却 可 由 几何 量 表 示 ， 故 自然 数 在 人 们 心目 中 的 
地 位 动摇 了 ， 希腊 人 开始 转向 侧 爱 几何 党 ， 浆 由 于 直觉 和 经 验 
不 一 定 双 得 仕 ， 推 理 和 证 明 才 靠得住 .从 此 希腊 人 开始 重视 几 
何 学 的 演绎 推理 ， 导 敏 欧 几 虹 得 几何 厚 本 }》 的 出 现 ， 从 而 建立 
了 几何 学 的 公理 体系 ; 同时 而 十 注重 推理 ， 启 生 了 亚 时 斯 多 德 
的 名 著 $ 土 其 篇 了》， 创 立 了 膛 辑 学 的 公理 体系 .这 两 个 历史 上 景 
早 的 公理 体系 是 几乎 同时 诞生 的 ， 可 以 说 这 是 数 党 思想 及 科学 
思想 上 的 一 次 重大 荣 命 。 它 们 被 视 为 金 科 玉 竺 与 推理 楷模 ， 剖 
受 了 两 千 多 年 的 盛誉 ， 直 到 19 亿 纪 林 才 得 到 本 地上 十 的 改造 和 
完善 . 


1, 第 二 次 数学 危机 的 产生 

17 世纪 下 半 时 微 积分 的 证 现 不 仅 为 近代 数学 的 发 展 机 人 

了 基础 而 且 为 近代 科学 技术 的 发 展 提供 了 十 分 重要 的 数学 广 
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法 。 此 外， 微 积分 出 引入 了 -“ 些 传统 观念 泡 法 理解 的 概念 和 方 
法 ,由 于 引入 的 -- 些 概念 带 有 权 糊 性 ， 无 法 从 逻辑 上 作出 一 致 
的 解释 ， 从 而 引起 长 期 的 、 尖 锐 的 争论 ， 产 生 了 数学 基础 的 第 
次 蕊 机 . 

下 而 我 们 以 午 顿 的 微 积分 思想 为 例 来 说 明 这 次 危 极 是 如 何 
产生 的 ， 生 顿 在 1669 年 写 了 -本 小 册子 $4 返 用 无 穷 多 项 式 方程 
的 分 析 学 (1711 全 正式 出 版 ), 其 中 有 下 列 例题 ; 设 有 一 条 时 
线 ， 其 下 面积 为 x = wr"”( pe 为 有 理 数 ), 当 横 誉 标 + 获得 一 个 
无 穷 小 增 量 "0" (牛顿 称 为 "上限 "(monent)} ,相应 的 面 舱 = 有 一 
个 无 限 小 的 增 茵 “0y”"， 于 是 


thy =a(r+0)” 


= a + pur 1 .有 二 2 2 人 + “oe), 


OD 
考虑 到 = = ar”， 抵 消 后 两 边 除 以 00， 得 
= rar ! + ( 了 二 一 1) i -2 -0 十 | 全 
路 去 含 (的 项 得 
Pa (| 


这 就 是 对 应 于 亩 积 Z 的 册 线 y 
的 纵 坐 标 y 的 表达 式 ， 结果 表 
明 ; 若 面 积 由 = ar” 给 出 ， 那 
么 构成 这 个 面积 的 曲线 是 ， = 


wr 1 友之 ， 如 果 曲 线 是 = Oy 
mar”!， 那么 它 下 面 的 面积 二 x 
是 z= ear” ,这 实质 上 就 是 微 积分 
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在 牛顿 的 计算 过 程 中 ， "0 "到 底 是 盾 么 ”他 没有 作 解 释 ， 
从 他 的 证 明 过 程 来 看 ， 他 先 把 "0 "看 成 非 零 的 常数 (尽管 它 很 
小 )， 否 则 * 横 坐标 变 为 + 0"， 两 边 除 以 "0 "没有 意义 ， 无 法 
从 四 式 推 出品 式 ， 最 后 ， 他 会 去 含有 "0 "的 因子 的 各 项 ， 又 把 
“0 " 视 为 零 ， 否 则 无 法 从 他 得 出 正确 的 结论 辐 ， 在 这 里 牛顿 中 
到 了 让 辑 上 的 严重 国难 . 

显然 ， 微 积分 的 发 明 得 到 了 广大 数学 家 和 物理 学 家 的 热烈 
欢迎 ， 大 家 充分 运用 它 和 解决 了 许多 过 去 无 法 解决 的 科技 难题 ， 
但 也 由 于 它 逻 辑 上 的 油 洞 ， 招 来 了 一 批 数 学 家 和 哲学 家 的 邱 击 
甚至 讽刺 和 指责 .对 微 积分 六 法 攻击 最 为 后 害 的 是 英国 主观 唯 
心 主义 斩 学 家 大 主教 贝克 沫 ， 他 在 1734 年 出 版 的 《分 析 学 家 ， 
或 者 向 一 个 不 信 正 教 的 数学 家 的 进言 》 一 书 中 认为 牛 额 的 无穷 
小 量 "0” 开 始 不 是 零 ， 然 后 义 计 它 等 于 零 . 违背 了 巴 盾 律 . 他 
其 至 讽刺 说 妈 然 无 穷 小 是 不 是 零 又 不 是 非 零 的 量 ， 那 它 - - 定 是 
量 的 鬼魂 了 .相信 量 的 时 慎 的 数学 家 们 ， 又 有 什么 理 让 不 相信 
上 帝 的 存在 呢 %” 抽 克 莱 的 攻击 虽然 出 于 为 宗教 和 神学 淮 殷 ,但 
他 对 微 积分 的 非 难 却 切中 要 雪 ， 从 而 正确 指出 了 牛顿 和 其 他 数 
学 家 们 对 自己 的 推理 方法 没有 给 出 严格 的 逻辑 解释 ， 数 学 家 和 
物理 学 家 相信 它 ， 仅 仅 只 是 因为 它 使 用 起 来 十 分 有 将 ， 并 且 结 
果 总 是 正确 的 。 这样 ， 整 个 18 世纪 ， 数 学 家 和 哲学 家 们 就 半 
绕 微 积分 的 苞 穷 小 悖 论 懂 开 了 一 场 大 论战 ， 曾 给 数学 界 带 来 了 
诸如 乱用 符号 、 乱 用 无 穷 级 数 的 混乱 局 面 ， 被 史学 家 了 称 为 数学 
基础 的 第 二 次 危机 . 
2. 第 二 次 数学 危机 的 影响 

数学 基础 的 第 二 次 危机 的 影响 是 深远 的 ， 正 是 在 解决 危机 
的 过 程 中 ， 数 学 获得 了 巨大 的 发 展 ， 

首先 ,第 二 次 危机 表明 微 积分 的 基本 理论 还 有 待 发 展 和 完 
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疙 ,在 给 大 积分 建立 严格 的 理论 的 努力 中 ， 许 多 数学 家 做 了 大 
乍 的 工作 ， 其 中 以 柯 西 、 瑰 尔 斯 特 拉 斯 等 人 的 工作 最 为 突出 ， 
通过 他 们 的 努力 ， 才 使 分 析 党 有 了 严格 的 理论 基础 

其 人 次， 为 了 解决 第 二 次 数学 危机 ， 促 使 数学 家 进一步 深信 
研究 微 积分 的 基础 一 一 实数 埋 论 ， 直 到 19 世纪 70 年 代 ， 魏 尔 
斯 特 拉 斯 、 康 托 、 戴 德 金 等 数学 家 分 别 糙 立地 建立 了 各 种 不 同 
的 委 数 理论 .而 极限 理论 又 是 以 实数 理论 为 基础 的 ， 从 而 使 微 
积分 建立 在 姑 格 的 实数 理论 的 基础 上 ， 同 时 也 导致 集合 沦 的 省 
生 ， 此 人， 为 了 解决 这 次 危 碘 ， 传 统 的 形式 逻辑 变化 为 数理 巡 
辑 ， 使 数学 推理 有 了 更 广泛 的 还 辑 基础 

最 后 应 当 指出 的 是 ， 规 限 理 论 的 建立 虽然 解决 了 无 穷 小 量 
人 迟 论 ,但 极限 理论 的 相 容 性 仍 未 得 到 证 明 。 因 为 极限 理论 的 无 
地 恩 性 归结 为 实数 理论 的 无 矛盾 性 ， 而 实数 理论 的 无 沙 盾 性 叉 
归结 为 集合 论 的 无 贸 盾 性 ,但 集合 论 的 无 蔬 慎 性 至 今 仍 来 彻底 
和 解决， 因此， 我 们 说 无 穷 小 悖 论 已 经 得 到 解决 ， 指 的 是 在 一 定 
笨 件 下 得 到 相对 意义 下 的 解决 . 


三 、 罗 素 悖 论 与 第 三 次 数学 危机 


1. 第 三 次 数学 危机 的 产生 

从前 高 的 论述 可 以 看 到 ， 欧 氏 几 何 公理 体系 的 相 突 性 、 极 
限 理 论 的 相 容 性 以 及 实数 理论 的 相 容 性 部 归结 为 集合 论 的 相 容 
性 .德国 数学 家 康 托 于 1874 - 1897 年 间 发 表 了 一 系列 关于 无 
穷 集 合 的 论文 ，1872 年 的 论文 除了 用 相当 大 的 篇 幅 叙 述 以 基 
本 序列 定义 无 理 数 的 实数 理论 并 提出 " 戴 德 金 - - 康 托 公理 ”外 ， 
还 定义 了 导 集 " 硫 僵 ， 并 以 导 集 的 性 质 为 准则 对 无 穷 集 进行 了 
分 类 ， 使 无 穷 点 集成 为 了 数学 研究 的 对 象 、1874 年 ， 他 在 * 半 
于 一 切 代数 实数 的 … 个 性 质 " 一 文中 提出 了 "可 数 集 ” 概 仿 ， 并 
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以 一 一 对 应 为 准则 对 无 窃 点 集 进行 了 分 类 ， 证 明了 一 切 代数 数 
是 可 数 的 ;任何 有 限 线段 上 的 实数 是 不 可 数 的 ; 超越 数 是 不 可 
数 的 ; 一 切 无 穷 集 并 非 都 是 不 可 数 的 ; 无 穷 集 癌 有 穷 集 -- 样 也 
有 有 数量! 基数) 的 区 别 等 ,这 篇 论文 标志 着 杆 泰 集合 论 的 诞生 ， 
随后 .他 又 独立 定义 出 超 穷 " 基 数 " 和 "序数 "等 概念 ， 经 地 多年 
的 努力 ， ee 康 托 的 
全 论 成 果 使 数学 界 训 气 洋洋 、-- 片 次 乐 ， 数 学 家 庞 加 莱 在 
1900 年 召开 的 第 一 届 鸣 际 数 党 家 会 议 上 所 作 的 报告 中 得 意 地 
宣称 ;“ 数 学 的 严格 性 ， 看 来 直到 今天 才 订 以 说 是 实现 了 " .可 
是 不 到 两 年 ， 英 国 著名 的 哲学 家 、 数 学 家 和 社会 改革 家 好 素 机 
出 了 著名 的 罗素 悖 论 ， 指 出 集合 论 中 存在 矛盾 ， 并 不 相 容 ， 罗 
素性 论 的 内 容 是 ; 设 工 是 - - 切 不 以 自身 为 元 素 的 集合 组 成 的 
集合 ， 要 问 了 和 所 含 这 是 不 包 售 自身 昵 ? (1) 如 果 工 不 包含 自 
身 ， 即 了 E 工 ,那么 依 了 的 定义 又 应 有 了 近 工 .这 就 得 到 也 
盾 : (2) 如 果 古 包含 村 ， 妈 TET 丁 ， 卷 么 按 的 定义 又 应 该 
TE 了 .同样 得 到 矛盾 。 轴 素 迟 论 仅 用 到 “集合 ".“ 元 素 ”、 
于 "这些 最 基本 的 概念 ， 而 县 引进 集合 的 诛 则 符合 通常 的 方法 
-一 一 用 措 述 集合 元 素性 质 的 方法 来 定义 集合 .可见 罗 素 迟 论 的 
发 现 使 数学 中 最 基本 的 概念 和 最 重要 的 推理 方法 受到 威胁 ， 从 
市 使 整个 数学 基础 发 生 了 动 播 ， 整 个 数学 界 为 之 大 停 ! 正 因 为 
悖 论 的 发 现在 数学 界 引 起 了 如 此 大 的 震动 ， 所 以 数学 史上 称 它 
为 数学 基础 的 第 三 次 危机 ， 
2. 第 三 次 数学 危机 的 影 蚁 
由 于 悖 论 引起 的 第 三 次 数学 危机 推动 数学 沿 着 两 个 方向 发 
一 个 是 单纯 从 集合 论 自身 考虑 ， 怎 样 才能 从 集合 论 中 排除 
全 另 一 个 则 最 从 整体 上 考 虚 整个 数学 科学 的 对 象 、 方 法 和 
结构 . 1 
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第 - -个 方向 的 直接 结果 是 学 致 集合 论 的 公理 化 . 本 世纪 以 
来 ， 许 多 数学 家 为 了 从 集合 论 中 消 办 停 论 ， 提 出 了 种 种 方案 ， 
其 中 最 主要 的 是 ZFC 公 娃 体系 和 NBG 公理 体系 . 

ZF 公理 体系 是 由 策 矿 罗 于 1908 年 提出 ， 白 经 弗 庆 克 尔 
和 斯 科 朗 多 次 修改 和 补充 咯 成 的 ， 策 里 罗 认 为 集合 论 之 所 以 出 
现 性 沦 ， 是 因为 使 用 了 太 大 的 集合 (如 包含 所 有 集合 的 集合 ). 
内 此 ， 为 了 六 免 停 论 必须 对 集合 加 以 限制 ， 为 此 ， 必 须 对 康 托 
等 人 提出 的 "集合 概括 原则 "( 凤 每 个 条 件 可 以 确定 一 个 集合 . 
亦 即 符 个 概念 的 外 延 可 以 确定 -个 集合) 加 以 改造 ， 策 墨 罗 提 
出 用 "有 限 抽象 原则 " 代 蔡 “概括 原则 (也 称 无 限 抽 和 介 原则 )}， 这 
个 有 限 抽象 原则 是 ， 如 果 给 定 了 - :个 集合 ， 又 给 了 一 个 条 人 性， 
那么 这 个 集合 中 所 有 满 是 那个 条 和 件 的 区 泰 可 以 构成 一 个 集合 ， 
这 个 原则 实质 上 说 ， 事 先 应 该 给 概念 的 外 延 划 定 范围 ， 由 此 消 
除了 康 托 定义 造成 的 任意 构造 集合 的 现象 ， 从 而 避免 了 已 发 现 
的 一 些 以 论 ， 

NBG 公理 体系 是 由 汝 : 诸 盆 曼 首 先 提 出 ， 后 经 贝尔 耐 斯 和 
辕 德 尔 改 进而 成 的 ， 治 : 诺 鞭 曼 认为 集合 论 中 产生 悼 论 的 原因 
并 不 是 南 于 使 用 了 太太 的 集合 .而 是 由 于 人 允许 集合 可 以 作为 自 
身 的 元 染 ( 即 SE S ) 产 生 的 . 所 以 上 只 要 舰 定 不 允许 集合 可 作为 
自身 的 元 素 就 行 了 ， 

ZFC 公理 体系 和 NBG 公理 体系 都 消除 了 已 出 现 的 悼 论 ， 
并 且 宣 今 在 这 两 个 公理 体系 中 还 没有 发 现 迟 论 . 但 这 种 无 矛盾 
性 还 没有 得 到 严格 的 理论 证 明 ， 而 且 根 据 芭 德尔 不 完全 性 定 
理 ，ZFt; 和 NBG 系统 本 身 痢 不 可 能 证 明 自 己 是 无 矛盾 的 ， 即 
它们 的 无 矛盾 性 都 只 能 借助 外 系统 来 证 明 。 尽管 如 此 ， 公 理化 
的 集合 论 的 建立 对 纯粹 数学 ， 特 别 是 数学 基 珊 的 研究 ， 葛 定子 
巩固 的 逻辑 基础 ， 
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第 二 个 方向 的 直接 结果 是 导致 对 数学 基础 的 研究 . 在 怎样 
彻底 消去 集合 论 中 导论 的 途径 上 ， 许 多 数学 家 已 经 注意 到 ， 仅 
用 公理 化 集合 论 的 思想 方法 并 让 能 完全 解决 问题 ， 还 有 许多 问 
题 希 要 这 人 人 研究. 例如， 集合 论 的 矛盾 是 从 哪里 来 的 ”如 生理 
解 “数学 的 存在 ”? 数学 的 某 础 是 什么 ? 等 等 。 对 这 些 问 题 的 不 
同 吕 答 ， 形 成 了 数学 中 的 不 同学 派 ， 引 起 了 20 址 纪 初 关于 数 
学 基础 的 一 场 大 论战 。 鞭 中 最 主要 的 三 个 学 派 是 逐 模 主义 、 直 
觉 主义 和 形式 主义 学 派 ( 参 看 第 一 章 )， 

由 于 三 天 学 派 之 问 的 争论 暴露 出 的 是 整个 数学 性 质 的 问 
题 ， 因 测 对 数学 的 发 展 具有 十 分 积极 的 意义 ， 并 对 现代 数学 恩 
想 产生 了 深远 的 影响 ,使 人 们 对 数学 本 身 产生 了 :… 些 新 的 
认识 ; 

(1) 解决 数学 间 题 的 关键 是 正确 认识 和 和 外 理 有 限 和 无 限 ， 

为 了 消除 悖 论 ， 江 大 学 派 部 站 寻找 产生 悖 论 的 根源 ， 思 想 
者 集中 在 处 理 “ 无 限 ” 上， 数学 中 “无 限 " 这 个 概念 ， 自 二 以来- 
” 直 是 一 个 争论 的 焦点 ， 古 希腊 人 用 穷 举 法 回 改 它 ， 后 人 又 用 极 
限 、 非 标准 分 析 的 理论 来 处 理 它 。 正如 克 莱 因 在 《古今 数学 思 
想 关 第 四 册 ) 一 书 中 所 说 的 那样 :“1930 年 以 后 的 全 部 发 展 还 
留 下 来 两 个 未 解决 的 太 问题 ， 去 证 明 不 加 限制 的 经 典 分 析 与 集 
合 论 的 相 容 性 ， 以 及 在 严格 直观 的 根基 上 去 建立 数 掌 ， 或 者 去 
确定 这 种 途径 的 限度 ,在 这 商 个 问题 中 困难 的 根源 都 在 于 无穷 
集合 和 无 限 程序 中 所 用 到 的 无 限 .” 

(2) 数学 的 严格 性 不 是 绝对 的 

为 了 排除 数学 中 的 悼 论 ， 使 数学 能 奠定 在 更 加 牢固 的 基础 
上 ， 许 多 数 党 家 都 认识 到 相 容 性 ( 即 无 才 盾 性 ) 是 -个 非常 重要 
的 问题 ， 希 尔 伯 特 用 有 穷 扒 埋 方 法 来 钙 究 形式 系统 的 相 容 性 、 
完备 性 及 判定 性 等 问题 ， 并 试图 通过 研究 形式 系统 的 相 容 性 来 
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说 明 数 学 理论 的 相 容 性 .但 是 入 德尔 证 明了 :“ 如 果 系 统 只 限 
于 使 用 能 在 数论 系统 中 形式 虚 示 的 概念 和 方法 ， 那 么 ， 人 包括 通 
常 馆 辑 和 数论 的 系统 的 相 容 性 是 涉 村 能 建立 的 "， 因 此 ， 项 尔 
们 特 过 庶 用 证 有明 论 中 所 许可 的 狭义 逻辑 来 建立 数论 系统 的 相 容 
性 是 不 可 能 的 ， 上 后 来 ， 根 汰 放松 了 和 希 尔 伯 特 证 肯 论 中 所 允许 的 
证 明 的 方法 的 限制 ， 于 1936 全 使 用 “ 超 限 归 纳 法 "证 明了 数论 
系统 的 无 予 逢 性 .可见 ， 权 容 性 是 有 茶 件 的 ， 它 基 绝 对 和 相对 
的 对 开 统 一 ,罗素 发 展 了 “类 卉 论 " 来 消除 悖 论 ， 并 试图 在 这 个 
基础 上 枸 壮 出 一 个 丈 辑 公理 体系 ， 从 佬 辑 学 推出 全 部 数学 ， 从 
而 得 出 数学 的 无 矛盾 性 的 结论 ， 又 如 直觉 主义 学 派 仅 用 构造 的 
方法 产生 数学 ， 接 弃 了 古典 数学 中 很 大 的 一 部 分 ， 试 图 使 留 下 
的 部 分 是 不 矛盾 的 然而， 哥 德 汞 严格 证 明了 当 - -个 形式 系统 
复 人 条 到 一 定 程度 时 ， 如 果 它 是 无 矛盾 的 ， 那 么 就 看 在 不 可 判定 
的 真 命 愿 ， 即 它 一 定 是 不 完备 的 .可 死 形式 系统 的 无 矛盾 性 得 
到 证 明 ， 但 不 能 反映 全 部 数学 理论 的 无 巴 盾 性 . 并 且 哥 德尔 还 
证 明了 ， 如 果 古 典 数论 有 互相 闻 盾 的 定理 ,那么 直觉 主义 数论 
的 解释 也 是 所 相 子 盾 的 ， 等 等 总 之 ,无 矛 盾 性 和 无 矛盾 性 的 
证 明 都 是 有 条 件 的 ， 数 学 的 严格 性 不 是 绝对 的 ， 正 如 让 莱 因 在 
《古今 数学 思想 六 第 四 册 》- - 书 中 所 说 的 那样 , “严格 性 在 希腊 
时 代 就 变 成 了 -个 目标 ， 昌 然 到 19 世纪 以 前 受到 冲击 时 仍 受 
到 尊重 、 它 似乎 要 达到 了 ， 亿 蚌 ， 过 分 追求 严密 性 将 引信 绝境 
而 失去 它 的 真正 意义 ." 

三 太 学 派 的 失败 表明 了 ， 单 蜡 公 理化 思想 方法 、 逻 辑 推理 
思想 方法 或 构造 性 思想 方法 来 推动 数学 发 展 是 不 够 的 ， 因 为 数 
涯 面临 的 予 唇 不 公有 数学 内 部 的 矛盾 ,而且 有 数学 与 现实 的 矛 
盾 , 因为 现实 世界 本 往 是 对 立 统一 的 ， 数 学 只 能 在 绝对 和 相对 
的 对 立 统 中 建立 其 无 子 盾 性 ， 试 图 要 为 数学 莫 定 一 个 总 对 可 
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车 的 基础 是 涉 可 能 的 , “数学 的 真理 性 并 不 人 在 在 于 天 式 演 绊 系 
统 指 严 档 证 明 里 ， 而 好 根 绑 底 要 通过 与 特质 世界 相 联 系 的 实践 
过 程 去 验证 ”( 徐 利 治 ，《 数 学 方法 论 选 讲 》 华中 工学 院 出 版 
社 ，1983 年 ， 第 175 页 )， 


$2.4 近代 和 现代 数学 思想 的 几 次 重大 变革 


一 、 变 量 思想 进入 数学 一 一 解析 几何 与 微 积分 的 
产生 及 其 意义 


1. 解析 几何 的 基本 思想 及 其 意义 

解析 几 柯 的 产生 ， 是 数学 由 常量 数学 发 展 到 变量 数学 的 转 
折 点 ， 也 是 近代 数学 的 开端 .而 解析 几何 的 产生 ,通常 以 向 卡 
尔 的 “几何 学 "一 文 (发 表 十 [637 任 的 《方法 论 》-- 书 的 附录 ) 为 
标志 ， 和 简 卡 尔 同 时 代 的 法 国 业 余数 学 家 费 尔 马 也 是 解析 几何 
的 主要 创始 人 之 一 ， 他 在 1929 年 写 的 《 平 而 和 立体 的 轨迹 》 一 
书 就 是 用 代数 方法 研究 曲线 的 性 质 ， 因 为 费 尔 马 这 部 著作 是 在 
他 死 后 由 其 儿子 整理 出 版 的 ， 所 以 人 们 往往 牧 略 了 他 在 创立 解 
析 几 何 上 的 贡献 

解析 几何 实现 了 代数 与 几何 的 有 机 结合 ， 它 的 基本 思想 
是 : 实数 与 直线 上 的 点 成 一 -对 应 ， 侧 实数 对 与 平面 二 的 点 成 
一 一 对 应 ; 平面 上 的 曲线 可 用 售 两 个 变量 的 代数 方程 来 表示 、 
而 一 个 含 两 个 变量 的 代数 方程 表示 着 平面 上 的 井 线 .实现 这 些 
基本 思想 的 方法 就 是 笛 卡 尔 和 费 尔 马 提出 的 坐标 方法 ， 

解 煌 几何 的 诞生 对 整个 数学 思想 的 发 展 产 生 了 不 可 估量 的 
影响 ， 主 要 表现 在 以 下 开 个 方面 ; 

(1) 次 量 轧 想 开 始 进 入 数学 ， 使 数学 串 想 方法 发 生 了 重大 
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的 变革 ， 

舱 格 斯 曾经 指出 :“ 数 学 中 的 转折 点 是 笠 卡尔 的 变数 . 有 
了 变数 ， 运 动 进 人 了 数学 . 有 了 变数 ， 辩 证 法 进 人 了 数学 ， 有 
了 变数 ， 微 分 和 积分 就 立刻 成 为 必要 的 了 ” .可 以 说 ，17 世纪 
以 后 的 各 种 数学 的 发 展 都 和 变数 联系 在 - :起 ， 变 量 思想 进 人 数 
学 使 得 数学 能 较 好 地 解决 工程 技术 太 其 他 自然 科学 党 科 向 数学 
提出 的 各 种 问题 一 一 主要 是 与 运动 蛮 化 有 关 的 问题 ， 变 量 思想 
已 成 为 近代 和 现代 数学 中 最 重要 、 最 基本 的 思想 之 一 、 

(2) 提供 了 用 代数 计算 解决 志和 何 问 题 的 一 种 统一 的 思想 
方法 ， 

古 希 刚 时 代 的 许多 数学 问题 都 是 个 别 地 解决 的 ， 而 解析 岂 
何 建立 后 就 可 以 用 代数 方法 作 统 一 的 处 理 . 例如 ， 解 析 几 何 产 
生 后 ， 平 面 几何 中 尺 规 作 轿 的 可 能 性 才 有 统 一 的 判定 方法 ， 从 
而 使 古 希 刚 著 名 的 三 大 尺 规 作 图 问题 得 以 解决 ， 圆 锥 则 线 的 性 
质 研 究 才 有 可 能 统一 于 二 次 曲线 前 理论 之 中 等 等 . 

(3) 促进 了 数学 思想 的 新 发 展 . 

首先 ， 许 多 数学 概念 得 到 进一步 的 抽象 和 概括 ， 例 如 " 曲 
线 概念 ， 古 希 腾 人 只 局 限于 能 用 简单 的 工具 夯 出 来 的 图 形 ， 
而 解析 玉 何 则 把 “曲线 "理解 为 变量 x 、y 的 方程 FUz，v)=10 
对 应 的 风 何 图 形 ， 只 票 方程 是 由 x: 、y 的 有 限 次 代数 运算 构成 
即 可 ， 从 而 提出 了 研究 “曲线 "的 新 的 思想 方法 一 一 代数 方法 . 
更 进一步 ， 考 察 任意 代数 方程 F(z，y ) =0， 研 究 它 对 应 的 
曲线 具有 人 秆 么 样 的 几何 性 质 ， 由 此 发 展 出 代数 几何 学 的 新 

其 次 ,突破 了 几何 直观 的 限制 ， 开 拓 丁 发 展 数 学 的 新 思 
路 ， 提 出 了 新 的 数学 思想 方法 . 

例如 ， 由 实数 与 直线 上 的 点 -一 对 应 及 实数 对 与 平面 上 的 
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点 威 - 对应， 不 难 想到 = 泡 实 数 有 抒 组 与 室 间 中 的 点 成 ~ ~ 
对 应 ， 肯 进一步 白 然 要 问 四 元 ， 玉 元 ，…n 元 实数 有 序 组 又 对 
应 于 什么 、， 由 此 导致 线性 代数 (高 维特 问 理 论 ) 的 省 生 、 

(4) 将 代数 与 几何 绪 合 起 来 ， 揭 未 了 数学 内 在 的 统一 性 . 

虽然 欧 几 里 得 前 & 凡 得 竹 可 ?中 几何 与 算术 (代数 ) 是 不 加 区 
分 的 ， 但 他 主要 是 用 所 何方 法 来 处 理 各 种 数学 问题 。，19 世纪 
开 妈 ,代数 党 有 了 重大 的 发 展 ， 大 们 把 代数 与 几何 严格 区 分 于 
宁 。 这 在 当时 对 数 掌 各 科 的 深入 发 展 是 有 利 的 .但 数学 毕竟 是 
一 个 存 内 在 联系 的 统 - 体 ， 旭 果 长 期 将 数学 中 各 分 支 割 裂 开 
来 ， 不 利 十 数学 本 身 的 恬 展 解析 玫 何 把 几何 与 代数 结合 ， 
来 ， 用 代数 详 言 描述 几何 概念 ， 用 代数 方法 研究 几何 图 形 的 性 
质 以 受 给 代数 语气 以 几何 解释 ， 使 代数 概念 安 得 直观 易 懂 ， 易 
于 理解 ， 这 种 数 形 结 合 思 想 在 近代 和 现代 数学 的 发 展 中 产生 了 
深远 的 影响 . 

2. 微 积分 的 产生 及 其 意义 

变革 数学 发 展 的 第 二 个 重要 阶段 是 微 积 分 的 创立 ，17 世 
纪 许多 著名 的 数学 家 、 天 文学 家 和 物理 学 家 肯 参 与 了 这 方面 的 
研究 工作 ， 其 中 贡献 最 大 的 归属 牛顿 和 莱 布 尼 兹 ， 牛 顿 主要 是 
从 运动 学 来 研究 和 建立 微 积分 的 ， 茶 布 尼 兹 则 主要 是 从 几何 角 
度 来 研究 和 创立 微 积分 的 . 

微 积分 思想 的 出 现 对 数学 思想 方法 的 发 展 有 具有 极其 重要 的 
作用， 主要 表现 在 议 下 儿 个 片面 : 

(1) 微 积分 思想 的 出 现 ， 一 方面 ， 原 有 的 常量 数学 的 许多 
分 支 ( 如 代数 、 几 何 、 三 角 和 数论 ) 由 于 微 积分 思想 的 滩 入 ,在 
内 容 上 得 到 了 极 大 的 丰富 ， 在 思想 方法 上 发 生 了 深刻 的 变化 . 
例如 有 有 些 常 景 数学 中 的 重要 结论 {如 关于 一 元 n 次 方程 的 要 的 
代数 基本 定理 ) 在 借助 于 分 析 方 法 后 才 纵 出 严格 的 证 明 ， 另 一 
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方面 ， 在 微 积分 思想 的 影响 下 、 新 的 数学 分 支 如 雨后春笋 般 地 
涌现 出 来 。 渚 如 常 微分 方程 论 、 偏 微分 方程 论 、 微 分 天 何 、 复 
符 函 数论 、 和 解析 数论 等 等 。 总 之 ， 微 积分 创立 后 ， 变 量 数学 的 
思想 方法 很 快 就 在 整个 数 党 的 发 展 中 占 了 主导 地 位 ， 长 期 以 来 
影响 着 数 尝 发 展 的 方向 ， 

(2) 短 积 分 的 产生 ， 使 自然 科 掌 描述 现实 物质 世界 的 运动 
和 变化 这 程 的 发 展 成 为 可 能 ， 扩 大 了 数学 思想 方法 的 应 用 领 
域 ， 从 而 促进 了 其 他 自然 科学 学 科 的 进一步 发 展 . 

例如 ，18 世纪 的 著名 数学 家 欧 拉 不 仅 在 数学 领域 (诸如 微 
积分 、 解 本 几何 、 征 分 几何 微分 方程 、 级 数 和 变 分 法 、 数 论 
等 等 } 作 出 了 卓越 的 贡献 ， 而 且 他 将 微 积 分 的 思想 方法 应 用 到 
物理 学 的 领域 ， 创 立 了 分 析 力 学 和 刚体 力学 ， 并 计算 了 行星 委 
道中 的 天 体 的 摄 动 影响 和 阻尼 介质 中 的 弹道 .他 的 潮 沙 理论 、 
船 册 航 行 和 设计 被 用 于 指导 航海 ， 此 外 ， 他 还 用 微 积分 的 思想 
方法 研究 了 沈 的 灾 曲 ， 计 算 了 安全 载荷 等 等 总之， 由 于 自然 
科学 的 对 象 是 运动 变化 的 物质 世界 ， 而 微 积分 是 研究 变量 的 数 
学 ， 故 向 积分 的 思想 方法 必然 成 为 研究 物质 世界 的 运动 和 变化 
规律 的 强 有 力 的 工具 - 

(3) 微 积分 的 思想 方法 为 唯物 辩证 法 的 普遍 规律 在 数学 上 
提供 了 例证 . 

微 积分 中 处 处 充满 着 牙 盾 : 常量 与 变量 、 连 续 与 间断 、 收 
钱 与 发 衣 、 微 分 与 积分 、 有 限 与 无 限 、 近 似 与 精确 等 等 ， 微 积 
分 的 思想 方法 充满 了 辨证 思维 ， 


二 、 随 机 思想 的 产生 一 一 概率 论 的 创立 及 其 意义 


在 人 们 的 实践 活动 中 常常 遇 到 两 类 截然 不 同 的 现象 ， 一 类 
是 必然 现象 ， 即 这 种 现象 在 一 定 的 条 件 下 必然 会 发 生 或 必然 不 
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会 发 生 . 为 一 类 现象 是 随机 坝 象 ， 即 这 种 现象 在 一 定 条 件 下 可 
能 会 发 生 某 种 结果 ， 也 可 能 不 发 生 这 种 结果 ， 

研究 必然 现象 及 其 规律 的 数 党 称 为 必然 数学 ， 而 研究 随机 
现象 此 其 规律 的 数学 称 为 随机 数学 ， 从 必然 数学 到 和 随机 数学 是 
数学 思想 方法 上 区 一 次 重大 灾 革 ， 
1. 戎 机 数学 的 产生 

慨 率 论 是 随机 数学 的 基础 理论 ， 也 是 历史 上 最 早出 现 的 随 
机 数学 分 支 ， 它 的 产生 同 帆 斯 卡 、 费 尔 马 和 患 宣 斯 的 工作 分 不 
开 ， 惠 更 斯 专心 研究 了 赠 博 中 的 计算 问题 ， 于 1657 年 出 版 了 了 
《关于 骨 子 游戏 或 赌博 的 计算 ?一 片 ， 成 为 了 概率 论 诞生 的 标 二 
之 一 由 于 概率 论 很 快 在 保险 理论 、 人 口 统计 、 射 击 理论 、 年 
度 预 算 、 产 品 愉 验 以 及 天 文学 和 物理 学 中 得 到 广 证 的 应 用 ， 因 
此 ， 它 从 17 世纪 起 一 直 成 为 许多 数学 家 关注 并 作出 许多 成 果 
的 重要 数学 领域 之 一 . 
2. 随机 数学 思想 方法 的 意 六 

(1) 随机 数学 思想 方法 的 产生 ,使 人 们 对 现实 社会 中 存在 
的 数量 关系 的 认识 更 深刻 、 更 全 面 ， 

在 现实 世界 中 不 仅 存 在 大 量 的 必然 现象 、 而 且 存 在 大 其 的 
随机 现象 ， 虽 然 随机 现象 的 发 生 不 确定 ， 但 随机 现象 大 量 发 和 
时 ， 从 总 体 上 皇 现 出 一 定 的 规律 例如 重复 多 次 投 毛 -- 校 硬 


币 ， 出 现 正面 的 次 数 约 占 总 投 据 次 数 的 二 .以 概率 论 为 基础 理 
论 的 随机 数学 的 诞生 为 现实 记 界 中 大 盟 存 在 的 这 种 统计 规律 的 
研究 提供 了 .… 个 强 有 力 的 工具 ， 

(2) 随机 数学 忆 想 方法 的 产生 括 广 了 数学 在 实践 中 的 应 用 
范围 ， 进 一 步 促进 了 数学 思想 方法 的 普及 ， 

因为 科学 技术 、 国 防 、 芽 农业 生产 中 存在 大 基 的 随机 现 
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蒙 ， 所 以 以 慨 率 论 为 基础 的 随机 数学 省 生 后 ， 随 着 大 们 的 深信 
研究 ， 随 机 数学 思想 方法 在 各 个 领域 内 的 应 用 越 米 越 广泛 ， 特 
别 在 电子 靶 术 、 自 动 控制 、 伟 象 预报 、 地 震 预 报 、 洪 水 其 报 、 
地 质 勘 探 、 企 业 管 理 、 公 共事 业 以 及 国防 等 部 门 的 应 用 成 果 尤 
为 下定 ， 随 机 数学 的 思想 方法 已 深入 到 生产 、 生 活 和 科学 研究 
的 各 个 领域 ， 

(3) 随机 数学 思想 方法 的 产生 促进 了 数学 思想 方法 的 新 发 
展 ， 产生 了 许多 新 的 数学 学 科 和 分 支 ， 从 而 推动 了 整个 数学 的 
发 展 ， 

从 18 贡 纪 末 开 始 ， 的 一 个 世纪 的 时 间 内 ， 概 率 论 中 引信 
了 母 晴 数 和 特征 函数 的 概念 ， 半 和 且 引 进 广 微 积分 等 分 析 工 具 ， 
使 概率 论 进入 了 一 个 新 的 时 期 一 一 分 析 概 率 论 时 期 。 到 20 世 
纪 0 年代， 概率 论 的 发 展 又 进入 了 -个 新 的 历史 时 期 一 一 现 
代 概 率 时 期 ,这 个 时 期 内 概率 论 研究 的 重点 是 极限 分 布 理论 以 
及 通过 概率 分 布 来 研究 随机 过 程 、 并且 从 50 年 代 起 ， 概 率 论 


形成 了 自己 特有 的 思想 方法 一 一 随机 分 析 方 法 .在 现代 技术 的 
刺激 下 ， 慨 率 论 的 理论 和 应用 都 有 很 大 的 发 展 ， 分 化 为 理论 概 
率 与 应 用 概率 两 个 大 的 方向 ， 


现代 概率 论 又 形成 了 若干 分 支 ， 如 极限 理论 、 平 稳 随 机 过 
程 论 、 马 尔 科 夫 过 程 论 、 革 和 随机 微分 方程 论 、 试 验 分 析 、 多 
元 分 析 等 等 。 此外， 随机 数学 的 思想 方法 进 人 其 他 一 些 学 科 
后 ， 产 牛 了 不 少 边 红学 科 ， 如 统计 物理 学 、 统 计 医 学 、 统 计 牛 
物 学 等 等 。 随机 数学 的 思想 方法 用 于 解决 某 类 问题 又 产生 了 许 
多 新 的 数学 分 支 ， 如 把 它 应 用 于 公共 服务 事业 而 产生 了 “排队 
论 ， 应 十 于 通讯 技术 而 产生 了 * 信 息 论 ”， 应 用 于 自动 化 生产 
而 产生 了 “控制 论 ”， 

总 之 ， 随 机 数学 思想 方法 的 产生 和 发 展 标志 着 数学 研究 从 
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确定 性 事件 领域 深入 到 不 确定 性 事件 领域 ， 不仅 扩 大 了 数学 研 
究 的 范围 ， 同 时 也 是 数学 思想 方法 上 的 --- 次 重大 转折 ， 


三 、 代 数 结 移 思 想 的 确立 一 群 论 的 诞生 及 其 影响 


1. 群 论 的 诞生 

群 的 概念 是 拉 格 朗 日 首先 提出 的 .他 在 探讨 代数 方程 的 一 
般 解 法 时 提出 了 沉 换 群 的 概念 ， 形 成 了 群 论 的 切 步 思想 . 拉 榜 
朗 日 虽然 给 出 了 二 4 时 -元 w 议 方 程 有 根 式 解 ， 而 之 5 时 
无 根 式 解 的 基本 道理 ,但 并 没有 给 出 严格 的 证 明 . 这 一 结论 的 
严格 证 册 是 由 阿 贝 尔 给 出 的 ， 阿 中 尔 的 结论 并 不 排除 -- 些 特殊 
的 高 次 方程 有 根 式 解 ， 但 高 次 方 称 有 无 根 式 解 的 问题 ， 嘴 由 向 
罗 华 解决 的 .他 引 人 了 群 论 的 思想 ,建立 了 现在 称 之 为 您 罗 华 
可 解 性 理论 。 在 他 的 理论 中 引 人 了 -系列 新 的 数学 概念 群 、 
极 大 正规 子 群 、 可 解 群 ， 伽 罗 华 群 等 等 。 最早 认识 到 群 的 价值 
并 大 为 提 代 的 是 英国 的 代数 学 家 凯利 和 德国 的 戴 德 金 、 法 国 数 
学 家 约 当 于 1870 年 出 版 的 《置换 和 代数 方程 专 论 }》 成 为 群 论 的 
权威 著作 .在 这 部 善 作 中 ， 他 系统 地 发 展 了 有 限 群 论 ， 也 用 到 
现代 群 论 的 四 条 公理 ， 建 立 了 辣 构 和 岗 态 等 概念 。 约 当 的 学 生 
克 莱 因 于 1872 年 从 变换 群 的 观念 出 发 ， 提 出 了 车 名 的 《爱尔兰 
根 纲领 》， 将 当时 的 各 种 几何 学 用 到 的 变换 群 的 思想 进行 了 分 
类 . 约 当 的 另 一 名 学 生 于 1874 年 引入 了 连续 变换 群 (后 来 称 之 
为 局 部 李 群 ) 的 概念 ，1883 年 他 又 引进 了 无 限 连续 群 的 概念 ， 
主要 用 来 阐明 微分 方程 解 的 分 类 ， 他 的 理论 思想 深刻 且 内 容 
广博 . 
2. 群 论 思想 对 数学 发 展 的 影响 

(1) 群 论 的 产生 和 发 展 使 代数 学 的 研究 进 人 了 一 个 新 的 时 
代 ， 即 “从 局 部 性 的 研究 转向 系统 结构 的 整体 性 分 析 研 究 的 阶 
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役 必 徐 利 治 ，《 数 学 方法 论 选 进 》)， 群 是 最 基本 的 代数 结构 ， 
其 他 代数 结构 (例如 环 和 城 ) 可 由 群 来 确定 ， 群 论 提 供 的 结构 分 
析 思 想 是 现代 数学 中 最 重要 的 思想 之 一 。 佑 罗 代 把 代数 方程 可 
解 性 问题 化 好 为 结构 简单 的 问题 的 思想 方法 也 成 为 现代 数 党 的 
监 型 志 法 ( 徐 利 褒 , 《数学 方法 论 选 讲 》)， 自 从 帮 论 产生 以 后 ， 
研究 各 圳 结 梅 的 数学 分 支 相继 产生 ， 如 研究 序 结构 的 格 论 、 研 
穹 拓扑 结构 的 拓扑 党、 研究 环 和 群 的 复合 结构 的 模 (model ) 
论 ， 研究 网 时 基肥 光 种 结构 的 折 扑 向 量 空间 、 徽 分 流 形 、 纤 维 
从 等 等 ， 可 以 说 结构 思想 是 现代 数学 各 分 支 中 最 基本 、 最 重要 
的 思想 之 --。 

(2) 群 论 已 成 为 解决 数学 难题 的 有 力 工具 ， 并 且 群 论 促进 
了 数学 的 进 … 步 统一 ， 例 如 代数 方程 的 可 解 性 问题 、 平 面 几何 
三 大 尺 规 作 图 木 能 问题 等 正 是 利用 分 罗 华 理论 解决 的 ， 也 正 是 


利用 务 罗 华 理论 ， 可 以 证 明 ， 如果 p 是 形 如 22 +1 的 素数 ， 
则 正 户 边 形 就 可 必用 尺 规 作出 。 揭示 了 数论 与 几何 之 间 的 统 
-性 .又 如 "同调 群 " 既 是 拓扑 学 的 重要 概念 ， 又 是 同调 代数 的 
基本 概念 之 一 . 通过 它 将 现代 拓扑 学 与 代数 学 统一 起 来 了 .由 
于 群 是 各 门 数 学 分 支 中 的 -个 基本 概念 ， 结 构思 想 马 渗透 到 数 
学 各 个 分 克 ， 这 就 使 入 们 更 清晰 地 看 到 数学 各 分 支 间 的 内 在 
联系 . 

(3) 群 论 思想 扩大 了 数学 思想 方法 的 应 用 领域 ， 促 进 了 其 
他 科学 的 发 展 . 

四 、 模 糊 思 想 的 产生 一 一 模糊 数学 的 建立 及 其 意义 
了 . 模糊 数学 的 产生 

20 世纪 60 年 代 产 生 了 一 门 革 新 的 数学 学 科 一 一 模 确 数 
学 . 它 始 于 1965 年 美国 自动 控制 论 专家 查 德 的 开创 性 论文 “ 模 
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糊 集合 ". 从 精确 数学 到 模糊 数学 是 数学 思想 方法 的 一 个 重大 
变革 ， 

精确 数学 是 建立 在 集 台 论 的 基础 上 、 殷 据 康 托 集 合 论 的 要 
求 ， 一 个 对 象 对 于 一 个 集合 而 语 ， 要 么 属于 这 -集合 。 要 么 不 
属于 这 一 集合 ， 二 者 必 居 其 一旦 仅 居 其 一， 绝 不 允许 模 楼 两 
可 ! 但 是 就 客观 现实 而 言 ， 大 儿 数 情形 并 不 具有 这 种 明 蜡 性 . 
如 复杂 系统 的 物理 状态 、 生 物 学 、 医 学 、 语言 学 以 及 其 他 一 些 
自然 科学 和 社会 科学 中 出 现 的 许多 现象 (高 与 矮 、 胖 与 着 、 美 
与 于、 矿 量 的 多 与 少 、 清洁 与 污染 、 长 寿 与 短命 等 等 ) 却 无 法 
用 康 托 集合 论 来 精确 界定 这 些 模糊 现象 正 是 这 些 学 科 自 身 的 
特点 所 决定 的 ,为 了 使 这 些 学 科 的 研究 定量 化 和 数学 化 ， 就 必 
须 引 人 新 的 数学 思想 方法 ， 模 糊 数 学 正 是 在 这 样 的 背景 下 产生 
的 特别 值得 指出 的 是 模糊 数学 的 诞生 和 发 展 是 与 计算 机 的 发 
展 紧密 相关 的 。 因 为 计算 机 的 - .个 发 展 方向 是 模拟 人 的 天 脑 思 
维 ， 而 人 的 灵 态 息 维和 形象 思维 具有 很 大 的 模糊 性 ， 才 使 得 人 
的 大 脑 能 灵活 地 进行 思维 .为 了 使 计算 机 也 能 描述 和 处 理事 物 
的 模糊 性 ， 从 而 完成 更 复杂 的 任务 ， 就 必须 建立 相应 的 能 够 描 
述 和 处 理 模糊 量 及 其 关系 的 数学 思想 方法 ， 查 德 正 是 为 了 解决 
计算 机 发 展 中 的 这 一 子 盾 而 提出 模糊 集合 这 一 概念 的 ， 自 从 埋 
德 成 功 地 用 数学 方法 描述 模糊 概念 以 来 ， 模 糊 数学 这 门 学 科 得 
到 了 迅速 的 发 展 并 且 广 泛 应 用 到 各 个 领域 . 
2. 模糊 数学 思想 方法 的 意义 

(1) 模糊 数学 思想 的 产生 是 数学 思想 方法 的 -次 重大 
变革 ， 

在 经 典 的 集合 论 中 ， 一 个 命题 或 者 为 真 ， 或 者 为 假 ， 二 者 
必 居 其 一 。 这 种 绝对 的 数学 思想 方法 不 能 完全 反映 客观 现实 . 
特别 在 集合 论 中 出 现 悖 论 后 ( 即 取 真 、 取 假 都 出 现 矛 盾 的 合 
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题 )， 休 这 种 绝对 的 数学 思想 方法 产生 了 动 扬 .为 了 寻找 解决 
的 办 法 ， 导 致 了 集合 论 公理 化 体系 的 出 更 ， 介 这 只 是 避 开 了 矛盾 
而 没有 解决 六 盾 . 因而 数学 界 对 此 仍 右 不 同 的 看 法 ， 形 成 了 不 
间 的 学 派 ， 误 德 并 设 有 介 人 这些 学 派 之 间 的 争论 ， 而 是 另 久 蹊 
径 ， 重 新 将 异 贿 性 和 数学 的 精确 性 统 - -起 来 ， 查 德 并 不 是 让 数 
学 放弃 共产 格 性 去 迁就 模糊 性 ， 而 是 计数 学 回 过 头 来 吸收 人 脑 
对 于 异 糊 现象 识别 和 判断 中 的 优点 ， 引 和 人 素 属 吨 数 的 概念 ， 从 
面 莫 定 了 整个 模糊 数学 的 基础 . 出 于 模 并 数 学 冲破 了 形而上学 
的 束 缮 ， 既 议 识 到 事物 的 " 非 此 由 彼 " 的 明晰 忻 形态， 又 认识 到 
事物 的 “ 亦 此 亦 故 "的 过 渡 性 形态 ， 因 此 ， 它 较 传统 数学 的 应 用 
领域 更 为 广泛 ， 从 而 共有 强大 的 生命 力 ， 所 以 我 们 说 从 精确 数 
学 到 模糊 数学 是 数学 思想 方法 上 的 一 次 重大 变革 ， 

(2) 模 棚 数学 思想 的 产生 扩大 了 数学 研究 的 领域 ， 形 成 了 
新 的 数学 研究 方向 。 

模糊 数学 作为 一 门 新 兴 的 数学 学 科 ， 虽然 它 的 历史 很 得， 
但 由 于 它 是 针对 现代 科学 技术 的 迫切 需要 而 产生 的 ， 因 而 对 于 
它 的 基础 理论 的 研究 引起 了 广大 数学 工作 者 的 注意 和 兴趣 ， 它 
研究 的 课题 越 米 越 广泛 。 人 们 坛 图 把 经 典 数 学 的 概念 和 结论 者 
推广 到 模糊 数学 中 去 ， 经 过 众多 数学 工作 者 的 努力 ， 目 前 已 取 
得 丰硕 成 果 。 它们 涉及 的 范围 有 模糊 数 、 模 糊 关 系 、 模 糊 失 
、 模 糊 图 ， 模 糊 映射 和 变换 、 柑 糊 概 率 、 模 糊 规 划 、 横 糊 妈 
、 模 糊 识 别 和 模糊 控制 等 等 ， 形 成 了 模糊 分 析 学 、 模 类 拓扑 
、 模 糊 概率 论 、 模 糊 语 言 学 等 新 的 数学 研究 方向 。 
(3) 模糊 数学 思想 的 产生 扩大 了 数学 思想 方法 的 应 用 范 
， 促 进 了 其 他 学 科 的 进一步 发 展 . 
近 30 多 年 来 ， 模 糊 数 学 的 思想 方法 已 广 潜 渗透 到 科学 和 
技术 的 各 个 领域 ， 例 如 在 医疗 诊断 中 ,一些 症状 如 * 食 敏 不 
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振 "“ 精 神 不 好 ”、“ 藉 痛 "等 部 是 模糊 概念 ， 而 某 种 病症 实际 上 
是 由 - 睹 症状 所 组 成 的 模糊 集合 、 因 此 ， 编 制 计算 机 诊断 程序 
时 ,采用 楼 精 数学 模型 出 祥 介 客 规 实际 ， 效 凡人 会 更 好 些 ， 除了 
医疗 诊断 外 ， 模 寡 数 学 在 天 气 预报 、 林 炎 、 农 业 、 建 筑 、 采 
全 、 心 理 、 生 物 、 治 金 、 地 质 、 人 工 知 能 等 领域 由 找到 了 广泛 
的 应 用 ， 为 解决 科学 技术 备 部 门 的 一 些 难题 .提供 了 -种 新 的 
思想 方法 ， 


五 、 非 标准 思 祖 的 创立 一 一 非 标 准 分 析 的 建立 
及 其 意义 
1. 分 析 的 严格 化 


前 面 我 们 已 经 讲 到 ， 微 积分 创立 初期 带 有 许多 神秘 的 色 
彩 ， 到 了 19 世纪 初 ， 人 们 针对 微 积分 的 基础 理论 提出 了 一 系 
列 需 要 解决 的 问题 ， 其 中 最 重要 的 是 : 无 穷 小 量 是 什么 ? 怎样 
建立 实数 和 洋 数 系统 ”函数 连续 的 严格 定义 和 无 穷 级 数 的 收 敏 
定义 是 什么 7 等 等 ， 为 了 解决 上 述 问题 ， 法 国 数 学 家 柯 西 首先 
给 出 变量 极限 的 定义 ， 同 时 用 极限 给 出 无 穷 小 的 定义 ， 对 于 无 
穷 大 ， 柯 西 将 其 看 成 无 限 地 变 大 ， 甚 值 可 以 超过 任何 固定 常量 
的 变量 ,再 利用 极限 给 出 导数 和 积分 的 定义 ， 进 耐久 通过 导数 
定义 微分 和 高 阶 微分 ， 从 而 给 出 微 积 分 基本 定理 的 精确 叙述 和 
严格 证 明 。 总 之 ， 柯 西 几 极限 理论 对 牛顿 和 莱 布 尼 兹 的 徽 积 分 
进行 了 彻底 地 改造 ， 这 是 一个 重大 的 进步 . 但 柯 西 的 体系 仍 值 
得 进一步 改进 ， 例 如 ， 柯 西 没 有 一 致 收 敏 的 概念 ， 因 而 有 的 定 
理 无 法 证 明 ， 有 的 定理 的 证 明 不 够 严格 ， 其 至 柯 西 有 些 判 断后 
来 证 明 是 错误 的 ， 更 主要 的 是 柯 西 的 极限 概念 中 含有 一 些 不 确 
切 的 语句， 如 “ 越 来 越 近 ”"、“ 无 限 地 减 小 ”"、“ 无 限 地 趋 近 " 等 ， 
都 不 是 数学 语言 ， 精 后 德国 数学 家 魏 尔 斯 特 拉 斯 对 此 作 了 重大 
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的 改进 .他 提出 了 同 已 有 的 空 量 和 极限 的 动态 疯 点 完全 不 同 的 
静态 观点 。 也 就 是 把 柯 西 关于 极限 的 定性 描述 改造 成 定 硬 的 叙 
述 ， 即 现代 数学 分 析 中 所 采用 的 "se 8" 定义， 最 后 ， 由 戴 德 
金 、 康 托 等 数学 家 完成 了 实数 系 和 实数 理论 的 建立 工作 ， 从 而 
使 数学 分 析 竟 定 在 闫 格 的 理论 上 基础 之 上 ， 
2. 非 标 准 分 析 的 创立 

19 世纪 未 ， 在 极 思 和 实数 理论 基础 上 建立 的 数学 分 析 ， 
现在 称 之 为 标准 分 析 ， 在 标准 分 析 中 ， 果 数 f(r ) 在 一 点 的 
极 恨 和 导数 必须 由 六 (ze ) 在 此 点 邻近 的 值 的 变化 状态 来 确定 ， 
也 就 是 只 承认 点 与 点 之 间 的 函数 秆 的 联系 (外 部 联系 ) 而 不 水 
及 该 点 本 身 的 内 部 矛盾 。 所 以 标准 分 析 中 的 极限 思想 虽然 消除 
了 微 积分 的 神秘 性 ， 但 仍然 没有 摆脱 形而上学 的 束缚 ， 在 标准 
分 析 的 基本 概念 中 理念 了 形而上学 观点 的 原因 是 它 的 论 域 中 排 
除了 无 穷 小 量 ， 因 现 标 准 分 析 中 的 点 只 能 是 既 无 内 部 结构 、 又 
无 层次 的 抽象 点 ， 

本 世纪 以 来 ， - 些 数理 逻辑 学 家 为 了 摆脱 形而上学 对 数学 
分 析 的 束缚 ， 不 用 极限 方法 ， 而 用 数理 汐 辑 方法 去 建立 数学 分 
析 的 理论 体系 .1960 和 牛 ， 美 国 数 理 逻 辑 党 家 重 宾 各 用 数理 小 
辑 的 模型 论 的 思 椒 证 明了 元 穷 小 量 的 存在 ， 把 无 穷 小 和 无 穷 大 
纳入 了 实数 域 而 形成 了 超 实数 域 ， 并 在 此 基础 上 上， 建立 起 全 部 
数学 分 析 理 论 ， 人 们 称 之 为 非 标 准 分 析 。 
3, 非 标准 分 析 的 意义 

(1) 非 标 准 分 析 的 产生 揭示 了 数学 内 在 的 统一 性 ， 人 们 素 
来 认为 像 数理 逻辑 这 样 非 计 量 科 学 与 微 积分 之 间 的 联系 不 大 、 
但 非 标准 分 析 揭示 了 它们 之 间 的 内 在 联系 .这 说 明 数 学 各 分 支 
间 联 系 日 趋 加 强 ， 这 也 是 现代 数学 发 展 的 必然 趋势 因此， 我 
. 们 必须 十 分 重视 一 个 数学 分 支 的 成 果 和 方法 在 其 他 分 支 由 的 应 
73 


用 ， 委 多 数学 难题 长 期 不 能 解决 是 闪 为 缺 和 芯 有力 的 工具 和 有 效 
的 方法 ， 而 这 些 工 其 和 方法 常常 不 是 在 传统 的 探索 范围 内 产 
生 ， 而 是 来 白 其 他 领域 .例如 数论 中 的 鞭 名 难题 一 一 费 尔 马 大 
定理 ， 最终 被 证 明 愉 好 是 供 助 于 代数 几何 中 的 结论 和 方法 ， 

(2) 韭 标 淮 分 析 的 产生 证 明了 数学 发 展 的 相对 独立 性 ， 间 
时 也 说 明 只 有 履 十 冲破 理论 禁区 ， 才能 促进 数学 向 前 发 展 ， 

数学 理论 的 发 展 昌 然 依赖 于 社会 实践 ， 但 又 有 其 相对 独立 
性 . 事实 上 ， 尖 数学 发 展 到 - 定 阶段 生 ， 往 件 会 出 现 一 些 巴 
盾 ， 这 时 需要 从 理论 二 加 以 提炼 和 概括， 市 解决 这 些 子 盾 的 计 
程 往往 导致 数学 理论 自身 相对 独立 的 发 展 . 这 种 相对 独立 的 发 
展 是 依赖 于 让 确 的 前 提 条 件 和 正确 的 路 辑 方法 的 . 

在 标准 分 析 中 点 是 不 可 分 的 ， 标 准 实数 轴 上 的 点 是 一 个 
“只 有 位 置 、 没 有 大 小 、 没 有 结构 "的 抽象 的 点 ， 这 样 “点 的 结 
构 " 就 成 了 一 个 理论 禁区 . 于 是 在 标准 分 析 中 ， 不 同 阶 的 微分 
所 表现 出 不 同 阶 的 无 穷 小 量 在 实数 轴 上 于 无 法 直观 地 表现 出 来 ， 
从 而 恒 它 很 抽象 ， 难 于 理解 而 非 标 准 分 析 打 破 了 这 -传统 观 
念 ， 引 和 了 " 非 标准 实数 ”的 概念 ， 认 为 “点 有 结构 "建立 了 单 
子 结构 模型 ， 把 实数 域 扩 充 到 超 实 数 域 ， 这 样 使 能 把 不 同 阶 的 
微分 ， 清 楚 地 、 直 观 地 展示 在 非 标准 实数 轴 的 不 同 层次 的 单子 
里面 (每 一 个 单子 里 只 含 一 个 标准 实数 ， 其 佘 都 是 无 旁 小 夏 ， 
并 且 称 这 些 无 穷 小 量 为 非 标准 实数 )， 从 而 使 标准 分 析 产 生 了 
新 的 飞跃 。 于是， 牛顿 一 葬 布 尼 北 的 初级 微 积 分 直观 概念 被 森 
西 一 魏 尔 斯 特 拉 斯 等 人 的 严密 .抽象 的 极限 理 沦 所 扬弃 ， 而 柯 
西 一 魏 尔 斯 特 拉 斯 等 人 的 极限 理论 又 被 鲁 宾 各 的 非 标准 分 析 所 
扬 蛮 ,这 种 “直观 一 栅 象 一 直观 "的 历史 演变 过 程 ， 恰 好 符合 准 
证 法 的 规律 从 而 也 说 明 非 标准 分 析 是 微 积分 理论 自身 发 展 的 
一 个 必然 产物 ， 
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(3) 非 标准 化 思想 是 -种 重 监 的 数学 思想 

从 数学 发 展 历 史 的 备 个 阶段 米 看 ， 帮 标准 化 思想 对 数学 的 
发 展 起 着 重大 的 作用 ， 人 例如， 变量 对 常量 厕所 是非 标准 的 ; 非 
欧元 何 对 欧 氏 几何 而 六 是 非 标 准 的 ， 模 糊 集合 论 对 康 托 集合 论 
而 这 也 是非 标准 的 .。 串 见 ， 数 学 型 论 由 “标准 "向 " 非 标 准 " 转 
化 ， 是 解决 数学 星 论 体系 内 部 庆 盾 ， 扒 动 数学 向 前 发 展 的 一 个 
重要 途径 。 在 数学 中 自觉 实现 " 非 标 准 化 "是 数学 思想 方法 上 的 
-个 重大 灾 革 。 

总 之 ， 自 觉 实 现 由 "标准" 向“ 非 标准 "的 转化 ， 必 和 将 促进 数 
党 理论 相对 独立 的 发 展 . 


$2.5 电子 计算 机 对 数学 思想 发 展 的 影响 


从 加 年代 开 始 ， 电 子 计算 机 得 到 了 迅速 发 展 ， 经 廊 了 电 
子 管 计算 机 、 晶 体 管 计 算 机 、 集 或 电路 计算 机 ， 大 规模 集成 电 
路 计算 机 和 并 行 计算 机 五 个 时 代 ， 它 的 应 用 已 经 遍及 科学 技术 
的 每 一 个 领 城 ， 电子 计算 机 的 产生 ， 不 仅 是 本 世纪 最 伟大 的 发 
明之 一 ， 替 月 也 是 和 狗 今 为 目 人 类 历史 上 最 广 证 、 最 深刻 的 技术 
革命 ， 

电子 计算 机 的 产生 对 数学 思想 方法 的 发 展 带 来 深刻 的 影 
响 ， 主 要 表现 在 下 列 几 个 方面 。 

一 、 促 进 了 数学 思想 方法 的 普遍 化 

由 于 电子 计算 机能 代替 人 的 一 部 分 脑力 劳动 ， 使 科学 研究 
(包括 数学 研究 ) 的 方式 产生 了 深刻 的 变化 。 科 学 研究 方式 的 变 
化 反 过 来 又 影响 了 科学 的 发 展 ， 各 种 科学 研究 都 在 利用 电子 计 
算 机 这 一 先进 工具 ， 从 而 使 各 种 科学 研究 的 发 展 趋势 更 加 数学 
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化 。 一 方面 ， 人 人们 在 用 电子 计算 机 解决 某 个 领域 内 的 问题 时 ， 
首先 应 将 这 个 问题 形式 化 ， 邯 建立 这 个 问题 的 一 个 数学 模型 ; 
共 次 要 设计 该 模型 问题 的 一 个 算法 ; 此 外 ， 还 要 过 论 计算 的 复 
共性 此 计算 误 苦 ， 妈 计算 机 能 省 在 可 接受 的 时 间 内 完成 设计 的 
计算 以 及 计算 产生 的 澡 莽 是否 存 允许 的 范围 内 ， 药 解决 这 些 间 
题 ， 就 必须 采用 数学 思想 方法 (如 数学 模型 法 、 公 理 法 等 等 )， 
从 而 促进 数学 思想 方法 应 用 的 普遍 化 ， 另 一 方面 ， 由 于 新 一 代 
计算 机 的 研制 水 太 到 计算 、 证 明 等 数学 思维 的 木质 问题 ， 对 这 
些 癌 题 的 研究 邱 榨 讨 ， 促 使 数学 向 更 为 抽象 的 方向 发 展 ， 从 而 
使 数学 思想 方法 具有 更 大 的 普遍 适用 性 ， 


二 、 形 成 了 新 的 数学 学 科 和 新 的 数学 理论 


首先 ， 由 于 电子 计算 机 的 研制 和 应 用 ， 形 成 并 丰富 了 与 之 
相关 的 一 系列 数学 理论 ， 如 计算 方法 、 计 算 机 数学 、 计 算 可 行 
性 和 复杂 人 性 理论 以 及 并 行 算法 理论 等 等 ， 由 十 电子 计算 机 的 发 
明和 发 展 ， 计 算 方 法 已 成 为 与 理论 方法 和 实验 方法 并 列 的 重要 
科学 研究 方法 .适用 算法 去 解决 问题 离 不 开 数 学 模型 法 和 数学 
推理 ， 因 此 ， 与 计算 机 相关 的 -- 系 列 数 学 理论 的 形成 与 发 展 是 
各 种 数学 思想 方法 综合 运用 的 结果 . 

其 次 ， 计 算 机 的 发 明和 发 展 ， 对 科学 的 发 展 和 科学 结构 的 
形成 产生 了 很 大 的 影响 .计算 方法 与 其 他 数学 分 支 相 结合 产生 
了 一 系列 新 的 数学 学 科 ， 如 计算 几何 、 计算 概 率 、 计 算 统 计 、 
计算 数论 、 数 值 代数 、 微 分 方程 的 数值 解 、 计 算 机 绘图 等 等 ， 
此 外 ， 计 算 方 法 与 其 他 科学 树 结 合 形成 了 上-- 系 列 边 缘 科学 和 
交叉 学 科 ， 如 计算 力学 、 计 算 物 理 、 计 算 化 学 、 计 算 生物 学 、 
计算 地 震 学 、 计 算 地 质 学 、 数 值 气象 学 等 等 ， 由 于 这 些 新 的 学 
科 的 建立 ， 形 成 了 一 系列 新 的 理论 和 新 方法 . 例如， 计算 几何 
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巧 由 函数 逼近 沦 、 各 分 几何 、 人 代数 几何 ， 计 算数 学 等 结合 起 米 
形成 的 新 学 科 ， 它 研究 几何 外 形 信 息 的 计算 机 表示 ， 分 析 和 综 
合 . 它 是 计算 机 辅助 几 俏 设计 fCaGD ) 这 门 技术 的 数学 环 沦 基 
础 ,从 20 批 纪 60 和 牛 代 起 ， 在 造船 、 飞 机 设计 、 汽 车 工业 等 儿 
何 外 形 设计 和 制造 中 有 广汉 的 应 用 ， 这 些 实际 应 用 反 过 来 又 提 
岂 了 了- 系列 新 的 数学 问题 ， 这 些 问题 的 解决 又 形成 了 新 的 理 
论 。 赋 如 为 了 保证 曲线 和 曲面 的 光滑 ，、 凸 上 加 ,形成 并 发 展 了 
者 的 撒 仁 理论 一 一 样 条 插值 理论 ， 


、 促 进 了 数学 思想 方法 的 新 发 展 


首先 ， 电池 计算 机 的 疆 生 使 数 党 中 采用 的 两 种 基本 方法 
一 一 证 明和 计算 站 二 统 -， 方 法 上 上 的 统 -性 揭示 了 数学 本 身 的 
统一 性 ，. -方面 利用 电子 计算 机 可 以 通过 计算 来 证 明 数学 中 许 
多 不 球 几 的 定理 ,例如 20 世纪 50 年 代 未 ， 美 籍 华 人 数学 家 王 
游 发 明了 王 汪 算 法 ， 把 机 器 过 程 规则 化 ，1958 年 他 使 用 电子 
计算 机 只 用 了 3 分 钟 的 时 间 证 明了 《数学 原理 》 中 约 200 个 命 
题 ， 次 年 他 又 用 不 到 + 分 钟 的 时 间 证 明了 另外 133 个 一 阶 逻 辑 
运算 定理 ，1956 年 美国 数 党 家 鲁 宾 进 提出 了 归结 原理 ， 把 机 
釉 证 明 疝 前 推进 了 - -大 步 。 接着 非 归 结 原 理 的 机 器 证 明 方法 也 
有 很 大 的 进展 . 我 国 著名 数学 家 吴 文 俊 从 1977 年 起 陆续 提出 
了 初等 几何 和 初等 微分 几何 的 判定 原理 ， 不 仅 用 电子 计算 机 证 
明了 人 和 们 难以 证 明 的 问题 ， 而 半 还 发 现 了 一 批 新 的 平面 几何 定 
理 ， 我 国 数 学 家 还 在 吴 氏 机 械 化 数学 理论 的 基础 上 提出 了 以 检 
验 数值 实例 为 基本 手段 的 机 器 证 明 方 法 一 一 洪 加 威 1986 年 所 
出 单 点 例证 法 ， 张 景 中 和 杨 路 于 1988 年 前 后 提出 的 数值 平行 
法 ， 也 就 是 说 只 要 用 电子 计算 机 对 一 个 或 几 个 满足 一 定 条 件 的 
特殊 例子 加 以 计算 验证 ， 就 可 作出 一 般 性 的 结论 ， 这 两 种 新 的 
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机 器 证 明 方 法 所 揭示 的 数学 忠 想 是 深刻 的 ， 单 点 例证 法 显示 了 
快 特殊 事物 到 一 般 事 物 的 联系 ， 而 数值 并 行 法 则 揭示 了 大 量 经 
验 中 必 殖 傅 著 客观 规律 的 奥秘 . 数值 并 行 法 说 明了 在 一 定 条 件 
和 范围 内 ， 经 验 归 纳 法 { 即 不 完全 归纳 法 ) 得 出 的 结论 同样 是 正 
确 的 ， 这 对 传统 的 数学 思想 一 一 经 验 归纳 法 得 出 的 结论 不 一 定 
正确 一 一 不 能 不 说 是 -个 很 大 的 袍 战 。 机 丹 证 明 另 一 个 成 功 的 
例子 是 1976 年 美国 的 阿 佩 尔 和 了 蛤 肯 等 人 在 电 于 计算 机 上 解决 
了 100 多 年 用 而 未 决 的 数学 礁 题 一 一 四 色 和 猜想 ，、 肯 定 地 证 明了 
它 ， 又 如 ,美国 著名 的 数值 分 析 专 家 天 格 于 1990 年 出 版 了 《 数 
学 猜想 和 科学 计算 $ 一 书 ， 作 者 利用 高 精度 的 计算 工具 及 符号 
运算 工具 去 解 天 若干 纯 数学 问题 ， 如 多 项 式 净 近 论 中 的 伯 恩 斯 
坦 猜 起 、 解 析 数 论 中 黎 押 猜想 及 相关 的 一 些 问题 等 等 ， 均 取得 
了 惊人 的 进展 .这些 事实 雄 办 地 证 明了 电子 计算 机 不 仅 可 以 成 
为 丁 程 师 和 应 用 科学 家 的 得 万 助手 ， 述 完全 可 以 成 为 纯 数学 家 
的 强 有 力 的 工 其 ， 另 一 方面 ， 由 定理 的 证 明 也 可 以 汪 出 算法 ， 
例如 1974 年 美国 的 几 位 计算 数学 专家 提出 了 求 肌 射 不 动 点 的 
著名 的 连续 同 伦 算法 ， 这 一 算法 就 是 在 赫 尔 给 出 的 著名 的 不 动 
点 定理 的 一 个 证 明 方 法 的 基础 上 提出 的 ， 可见 人 们 不 仅 可 用 计 
算 来 进行 证 明 ， 反 过 来 也 可 通过 证 明 来 研究 和 导出 算法 .人 们 
通常 总 认为 计算 是 比较 单调 、 复 杂 而 工作 量 大 的 工作 ， 而 证 明 
是 比较 困难 、 技 巧 性 强 的 窟 质量 的 智力 劳动 ， 机 器 证 明 则 使 两 
者 结 台 起 来 ， 用 大 量 的 、 复 杂 的 单调 工作 取代 高 质量 的 、 技 巧 
性 强 的 困难 工作 ， 充 分 反映 了 数学 中 计算 和 证 明 这 两 种 思想 方 
法 在 本 质 上 的 -一 致 性 ， 

其 次 ， 电 子 计 算 机 的 发 展 使 得 离散 化 思想 方法 得 到 进一步 
发 展 ， 从 而 促进 了 处 理 离散 对 象 的 数学 的 发 展 ， 因 为 数字 电子 
计算 机 本 质 上 是 离散 的 ， 它 的 特点 是 根据 有 限 多 个 有 限 位 数据 

78 


进行 有 限 次 运算 ， 算 出 有 限 个 有 限 位 的 解答 来 。 而 生产 实践 、 
科学 研究 及 日 常生 活 中 过 到 的 许多 问题 却 是 连续 件 的 {如 求 非 
线性 方程 (组 ) 的 解 以 及 求 油分 方程 的 解 等 等 )， 为 了 用 计算 机 
解 连续 性 问题 ， 首 先 应 将 这 毕 问 题 离 散 化 (例如 将 微分 方程 差 
分 化 变 为 代数 方程 )， 然 后 用 电子 计算 机 得 出 离散 解答 来 ， 国 
此 ， 计 算 机 的 出 现 导 笃 了 离散 化 数学 恩 想 的 六 这 应 用 ， 具 体 说 ， 
求 ， 也 就 是 导致 了 研究 离散 结 裤 的 各 数学 分 支 (如 数理 逻辑 、 
图 论 、 组 合 数学 、 代 数 系统 等 ) 的 综合 应 用 。 并且， 新 型 计算 
宙 的 设计 、 制 造 和 使 用 又 向 数学 本 身 提 出 许多 新 课题 ， 为 了 研 
究 解决 这 些 新 间 题 ， 导 致 了 对 这 些 数学 分 支 的 深入 研究 ， 从 而 
促进 了 这 些 数学 分 支 的 进一步 发 展 ， 

最 后 ， 电 子 计算 机 的 出 现 使 数学 模拟 思想 方法 的 应 用 领域 
下 为 广阔 ， 成 为 了 人 们 解 抉 问题 的 一 种 重要 方法 .模拟 方法 是 
. -种 根据 原型 {研究 对 象 ) 的 某 些 特性 、 关 系 和 特征 ， 人 为 地 奸 
立 一 个 与 之 相似 的 模型 ， 并 通过 模型 来 研究 永 型 ， 它 实质 上 是 
.种 类 比方 法 .数学 模拟 方法 主要 有 一 种 : 一 种 是 利用 某 些 物 
理 量 之 问 的 关系 与 某 种 数学 表达 式 相似 从 而 用 这 种 物理 量 的 变 
化 来 模拟 送 算 . 这 种 模拟 过 程 通常 在 模拟 电子 计算 机 上 完成 ， 
模 氢 电子 计算 机 的 优点 是 计算 速度 忌 旦 计算 速度 可 按 人 的 但 图 
加 以 改变 ， 此 外 ， 模 氢 电 子 计算 机 可 以 与 实物 连接 进行 局 部 模 
拟 ， 便 于 对 实际 过 松 进 行 实时 控制 ， 再 加 上 模拟 包子 计算 机 结 
构 较 简单 、 成 本 较 低 ， 从 而 使 模拟 电子 计算 机 的 应 用 十 分 广 
话 ， 它 上 要 用 于 科学 计算 (如 解 各 种 微分 方 释 ) 、 对 复杂 自然 现 
象 或 工程 目标 进行 模拟 (如 模拟 破坏 性 实验 ， 得 出 设计 强度 的 
要 求 ， 又 避免 了 价格 昂贵 的 破坏 性 实验 )、 档 成 控制 系统 的 动 
态 模拟 ， 以 及 作为 模 披 训练 器 ， 用 来 训练 飞行 员 、 字 航 员 、 远 
洋 轮 贡 驾 驶 员 、 坦 克 手 等 等 ， 另 -种 模拟 方法 是 数学 模拟 方 
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法 苑 把 数学 模型 数字 化 ， 用 数字 来 模拟 证 模拟 对 象 ， 用 数字 
模拟 法 来 研究 对 象 的 性 质 和 特征 ， 数 字模 拟 过 程 通常 在 数字 电 
子 计 算 机 上 完成 ， 它 被 广泛 地 应 用 到 各 种 领域 . 例如 ， 进 行 空 
气动 力学 的 模拟 计算 以 代替 风 洞 试验 :模拟 各 种 粒子 反应 以 代 
痊 费 用 高 总 的 高 能 物 埋 实验 .模拟 化 学 反应 ， 不 进行 化 学 实验 
而 得 出 共 结 果 ; 模拟 爆炸 过 程 ， 而 不 必 进 行 破坏 性 及 危险 性 极 


大 的 实际 爆炸 等 等， 

总 之 ， 由 于 模拟 电子 计算 机 及 数字 电子 计算 机 的 产生 ， 合 
数学 模拟 思想 方法 成 为 了 人 们 解决 实际 问题 的 一 种 重要 的 息 想 
方法 ， 
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第 三 章 ”数学 中 的 两 大 基本 思想 


$3.1 两 种 基本 数学 思想 


在 前 面 两 章 中 ， 我 们 对 数学 思想 方法 的 本 质 属性 (内涵 ) 及 
其 发 展 历史 作 了 简要 的 分 析 ， 这 样 就 为 我 们 论述 具体 的 数学 思 
想 { 外 延 ) 作 了 充分 的 准备 ， 

构造 思想 和 转化 思想 是 数学 中 的 两 大 基本 思想 ， 这 是 由 数 
党 和 数学 方法 的 本 质 所 决定 的 ， 

恩格斯 曾经 指出 :数学 的 对 象 是 现实 世界 的 空间 形式 和 数 
展 关 系 ， 这 是 非常 更 实 的 材料 .” 存 在 王 现 实 世界 的 这 种 * 形 
式 ”.“ 关 系 " 其 有 结构 的 性 质 、 它 们 是 数学 研究 的 对 象 . 恩 格 
斯 又 说 人 “这 些 材料 以 极度 抽象 的 形式 出 现 .”“ 为 了 能 够 从 纯粹 
的 状态 中 研究 这 些 形式 的 关系 ， 必 人 须 使 它们 完全 脱离 自己 的 内 
容 ， 把 内 容 作 为 无 基 重 要 的 东西 放 在 一 边 .“ 因 此 ， 数 学 研究 
的 是 纯粹 的 、 极 度 抽 象 的 、 完 全 撤 开 具体 内 容 的 形式 和 关系 ， 
也 就 奶 涪 ， 数 学 的 对 象 具 有 明显 的 纯粹 结构 性 质 的 特点 ， 其 至 
有 一 种 观点 认为 ， 数 学 的 对 象 是 结构 . 

以 布尔 巴 基 为 代表 的 结构 主义 学 派 这 样 地 描述 数学 ,数学 
好 比 座 太 城市 ， 上 城市 中 心 有 些 巨大 的 建筑 物 ， 就 好 比 是 一 个 
个 已 经 建城 的 数学 理论 体系 . 城市 的 郊区 正在 不 断 地 并 且 多 少 
有 点 条 天 苑 章 地 向 外 伟 展 ， 它 们 就 好 像 昨 一 些 尚 未 发 育成 型 的 
正在 成 长 戎 的 数学 新 分 支 ， 与 此 人 同时， 市 中 心 又 在 时 时 重建 ， 
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每 次 都 必 根 所 构思 更 加 尘 晰 地 计划 和 更加 合理 地 布局 ， 在 拆 锚 
挤 归 的 迷宫 似 的 小 街 小 巷 的 回 时 .将 修筑 起 新 的 更 查 、 更 宽 、 
葛 方 便 的 打 阴 大 道 通 向 四 方 …"， 这 就 是 说 ， 数 学 亦 如 城市 ， 
是 一 个 逐步 地 建造 起 米 的 结构 ， 

数学 的 这 种 结构 性 的 特点 决定 了 构造 是 数学 中 的 一 种 基本 
思想 . 我 们 常 说 的 " 列 方 各 "、“ 作 图 ”"、" 建 立 坐标 系 ”、“ 建 立 
模 击 " 、“ 构 造 算法 "、“ 建 立 公 理 体 系 "等 等 ， 都 具有 明 最 的 构 
造 性 的 色彩 . 许多 数学 问题 的 求解 。 当 我 们 抒 具 体 的 对 象 构造 
出 来 以 后 ,问题 也 就 完全 解决 了 ,这 比 寺 言 万 语 的 证 明 更 为 
有 效 ， 

勾 股 定理 的 证 明 据 说 已 寿 数 百 称 ， 印 
度数 学 家 小 什 迎 罗 的 -个 证 明 是 画 了 一 个 六 
如 图 3 - 工 的 图 形 ， 他 只 写 了 一 个 字 ; _ \ ~、 
这 个 图 显然 来 自 中 国 的 * 纺 图 ",。 它 把 NA 
要 证 明 的 东西 都 构造 出 米 了 ， 

=4[( 光 】 二 ee。 

要 证 明 一 个 大 数 是 合 数 还 是 质数 ， 有 时 尾 很 国难 的 . 数学 
家 们 在 很 长 的 一 自 时 期 内 曾 希 望 知道 27 -1 是否 为 质数 , 但 直 
到 1903 华 ， 在 美国 纽约 举行 的 一 个 学 术 报 告 会 上 ， 数 学 家 科 
尔 走 上 讲台 ， 一 言 不 发 ， 愉 在 黑板 上 写 了 - 行 字 ， 

2 — 1 =147 573 952 589 676 412 927 

. = 193 707 721 x 761 838 257 287 . 
听 例 席 上 马上 爆发 出 热烈 的 掌声 ， 视 贺 他 的 成 功 . 因为 他 把 这 
个 合 数 的 结构 构造 出 来 了 . 

如 果 涪 构造 方法 是 数学 中 的 直接 方法 ,那么 转化 就 是 数学 
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图 3-1 


中 的 间接 方法 ， 
转化 出 蚌 数学 中 特有 的 思想 , 结构 A 和 结 移 B 尽管 具体 
内 容 不 河 , 但 从 抽象 的 关系 米 看 其 本 奈 可 以 相 问 或 部 分 相同 . 
这 样 ， 在 结构 A 中 陈述 的 问题 可 以 让 结构 8 中 找到 相应 的 陈 
述 ， 反 之 亦 然 , 如 所 在 结构 六 中间 题 所 涉及 的 关系 比较 隐 星 
而 难于 处 理 ， 而 在 结 梅 号 中 相应 的 问题 反倒 比较 明显 而 易于 
处 理 ， 则 我 们 将 A 中 的 问题 转化 为 B 中 的 问题 显然 有 助 于 问 
题 的 解决 ,由 此 本 见 ， 止 是 数 掌 的 高 度 抽 象 的 结构 性 的 特点 为 
转化 思想 提供 了 前 提 和 基础 . 
匈牙利 数学 家 岁 落 曾经 对 转化 作 过 十 分 形 蒙 的 描述 : 假设 
在 你 疝 前 有 煤气 疆 、 水 签 头 、 水 吉 和 火柴 ， 翰 在 的 任务 是 要 挠 
-次 水 ， 你 应 该 怎样 做 ? 这 个 问题 很 简单 ， 淮 都 知道 做 法 ， 先 
拿 水 直到 水 笼 尖 下 装 满 水 ， 肯 划 火 柴 点 燃 煤 气 ， 然 后 把 水 塌 放 
到 煤气 灶 . 上 , 接着 罗 水 再 提出 -一 个 问题 : 假设 所 有 的 条 件 仍 和 
原 米 一样， 只 是 在 水 这 中 已 装潢 了 水 ， 这 时 你 又 应 该 怎样 内 
做? 对 于 第 一 个 问题 人 们 往往 会 这 样 回 答 ， 那 就 只 要 划 火 此 点 
燃 爆 气 ， 青 把 水 索 放 到 煤气 灶 上 下 , 但 是 罗 水 指出 : 对 数学 家 来 
说 ， 这 不 是 最 好 的 加 答 ， 困 为 具有 物理 学 家 才 会 这 样 做 ， 而 数 
学 家 岂 会 钢 去 密 中 的 水 ， 并 旦 声称 己 经 把 第 二 个 问题 转化 成 第 
一 个 间 题 ， 硕 第 -个 问题 是 已 经 解决 了 的 . 
岁 莫 的 比 罚 当然 带 有 上 分 夸张 的 成 分 ， 排 为 生活 中 的 事 
件 ， 这 个 例子 你 也 许 觉得 荡 诞 ， 但 在 数学 中 我 们 却 缀 常 不 断 地 
这 样 做 : 我 们 总 是 不 断 地 将 新 问题 化 归 为 已 解决 的 问题 ， 并 以 
此 宣布 新 问题 的 解决 . 其 至 有 许 许多 多 等 价 的 问题 ， 只 要 解决 
其 中 的 一 个 ， 则 所 有 这 些 问 题 全 部 解决 . 化 时 方 活体 现 了 数学 
研究 的 继 芭 性， 正 是 前 辈 数 学 家 积 宗 了 许 许多 多 已 解决 的 问题 
并 且 建 立 了 严谨 的 理论 ， 化 归 才 成 为 可 能 . 每 个 数学 家 都 站 在 
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他 的 前 葛 的 户 啼 上 推进 数 堂 ， 数 学 的 发 展 才 有 今天 的 局 面 ， 

构造 和 转化 分 别 作 为 数学 方法 中 的 直接 方法 和 间接 方法 ， 
两 者 互相 补充 , 从 结构 论 的 观点 米 看 ， 构造 是 转化 的 基础 . 大 
量 的 例子 表明 ， 合 适 的 构造 往往 六 是 促成 转化 的 手段 . 正 是 因 
为 构造 了 直角 坐标 系 ， 儿 人 问题 才 得 以 转化 为 代数 问题 ， 从 而 
可 以 用 代数 的 方法 及 解决 . 不 同 结 移 之 间 的 转化 又 体现 了 各 种 
结构 之 章 的 相互 联系 和 内 在 关系 ， 转 化 使 其 相互 沟通 ,所 以 构 
造 和 转化 之 间 有 着 十 分 密切 的 关系 . 

现在 ， 我 们 来 看 两 个 转化 与 构造 下 机 配合 的 例子 ， 

例 1 已 知人 ABC 的 外 接 图 与 内 切 圆 半 径 分 别 为 尺 和 7 . 


下 证 ， 开 < 工 
求证 : RR 7 r 


我 们 熟知 两 相似 二 肖 形 的 内 切 
贺 或 外 接 阳 的 羊 径 之 比 就 等 于 相似 
比 . 如 果 我 们 能 把 > 与 RR 都 变 成 丙 
个 柑 似 比 小 于 广 的 相似 二 角形 的 内 
切 轩 5 或 外 接 轿 ) 的 半径 ， 则 命题 得 
证 .为 了 完成 这 --- 转 化 ， 我 们 必须 到 
构造 出 两 个 相似 三 角形 ABC 和 图 3 2 
4z53:Ca、 使 得 和 ABC 以 ABC、 四 
的 外 楼 赔 为 内 切 贺 。 即 使 其 内 切 图 半径 为 玉 ， 而 使 全 ABC 


的 内 切 国 半 径 为 2r， 且 使 全 下去 1 ， -个 基体 的 构造 办 法 见 
图 3-2 
例 2 试 求 定义 在 自然 数 集 上 的 订 数 At )、 使 满 呈 条 件 : 
j AUD 二 1 
0 


Atmtn)=Atm)tAln}+t yn, 


这 是 一 个 典型 的 需要 构造 的 问题 ， 即 构造 下 -个 合乎 定义 
的 函数 Atn)， 人 由 十 全 中 第 -个 等 式 中 有 两 个 变 报 ， 不 好 上 控 
制 . 我 们 不 妨 令 jp 一 EE， 先 把 它 转 化 罗 
1A(1)=1 4 四 
‘ACI+n) = AC(H)+nt1, 
急 显 然 好 均 造 储 多 ， 顺 次 令 =1，2，…，m， 即 得 : 
ACl+1)=- .AC2)- A(l}+2, 
ACL+2)= A(3)= {2)+3, 


ACY+n)=Atl+tn)= Atn)+ (nt1). 
将 个 等 式 相 加 ， 即 得 
All+ta)= ACI)+2F3+ -+ (n+1) 


= $n tnt2). 二 


于 是 41+fr 一 II 2 -1)+1i[(n m1)+2] 


=1ntn+1). 


这 样 就 得 出 所 要 构造 的 杖 数 了 了 
$3.2 转化 思想 概论 


一 、 转 化 的 作用 


转化 是 把 待 解 决 的 问题 从 -种 形式 转化 为 另 一 种 形式 ， 使 
之 较 易 于 解决 . 转化 的 作用 十 分 广泛 . 并 不 局 限于 个 别 县 体 问 
题 的 解决 . 
1, 优化 解 题 方法 
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追求 解 题 方 法 的 简 邱 、 深 刻 ， 人 优美， 是 数学 思想 的 最 大 特 
色 ， 有 些 数学 问题 吕 过 转化 ， 不 只是 张 得 了 解决 ， 吏 重要 是 获 
得 了 解法 的 优化 。 

著名 数 党 家 华 风 庚 教 授 和 站 介绍 过 -个 有 趣 的 猜 帽 问题: 

有 一 垃 老 师 ， 想 辨别 -= 下 他 的 三 个 得 意 门 生 中 哪 一 位 更 聪 
明 - 些 ， 他 采用 了 以 下 的 方法 : 事先 准备 5 项 幅 子 ， 其 中 3 硕 
是 白 的 、2 顶 是 黑 的 ， 试验 时 ,他 先 把 这 些 幅 子 让 学 生 看 了 
看 ， 然 扣 要 他 们 同上 眼睛 ， 蔡 每 个 学 生 戴 上 -项 白色 的 模子 ， 
并 塌 把 2 顶 标 相 子 藏 了 起 来 ， 最 后 计 他 们 张 开 眼 有 睛 ， 说 出 自己 
头 于 的 幅 子 ， 究 竟 是 鱼 一 种 颜色 ， 

二 个 学 生 相 互 看 了 … 香 ， 跨 跻 了 一 会 儿 ， 然 后 他 们 蜡 日 局 
声 地 说 自己 头 上 戴 的 是 白色 的 帽子 . 

便 们 是 怎样 推算 出 采 的 呢 ? 下 面 给 出 -- 种 解答 ， 先 不 考 患 
二 个 人 ， 而 转化 为 仅 促 考虑 二 个 人 1 项 黑 电 开 的 问题 . 这 个 问 
题 殷 和 容易 和 解 站 ， 因 为 黑 帽 子 只 有 [ 项 ， 如 果 我 戴 了 .那么 另 -- 
个 入 会 很 抉 说 出 自己 戴 的 是 魏 幅 子 . 但是 ， 他 为 什么 踏 路 呢 ? 
订 品 我 戴 的 不 骨 黑 幅 子 而 是 白 帆 于 

现在 来 看 三 个 人 的 情况 ，"2 项 黑 帽 子 ， 不 管 多 少 顶 (当然 
不 小 于 3 ) 白 帽子 "的 剖 题 就 很 容易 了 . 为 什么 呢 ? 如 果 我 头 上 
戴 的 是 黑 帽 子 . 那么 对 另外 一 大 来 赔 就 恋 为 "一 个 大 ，1 顶 黑 
凯 子 "问题 ， 他 们 就 会 立刻 回答 "自己 头 上 戴 的 是 白 帐 子 " 而 不 
必 路 足 . 现在 他 们 中 路， 正 说 明了 我 关上 戴 的 是 白 幅 于 而 不 是 

这 个 问题 经 过 这 样 一 转化 ， 不 保本 以 稚 让 到 多 于 3 个 学 生 
的 情况 ,而且 把 间 题 的 本 质 卉 露出 来 了. : 
2. 揭露 问题 本 质 

历史 上 上 有 不 少数 学 问题 ， 在 原来 提出 这 :问题 的 领域 内 很 
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难 解雇 ， 些 全 无 法 解决 ， 就 像 人 不 能 自 沧 其 身 一 样 .“ 不 识 记 
出 真 面 日 ， 只 缘 身 在 此 出 中 ”， 如 果 把 问题 转化 到 另 一 领域 中 ， 
就 可 以 迎刃而解 了 , 例如， 著名 的 古 希 腻 儿 何 作 图 三 大 难题 ， 
在 欧 世 几何 中 长 期 末 能 解决 ， 直 到 上 世纪 ， 把 它 转化 为 代数 问 
题 后 才 彻 晓 解 决 ， 

十 希腊 人 留 下 的 儿 何 作 图 三 大 难题 是 : 

1. 《三 分 角 间 题 ) 将 一 个 任意 外 三 等 分 ; 

2. {化 加 为 方 问题 ) 求 作 - -个 正方 形 使 其 上 面积 等 于 已 知 园 
的 和 面积; 

3.【 倍 立方 问题 ) 求 作 一 立方 体 ， 使 其 体积 等 于 已 知 立 方 
体 体积 的 2 信 ， 

在 这 里 作 图 的 工具 只 限于 圆 塌 和 无 刻度 的 直 尺 . 

这 三 个 问题 早 在 公元 前 4 世纪 就 已 流传， 这 三 个 问题 瑶 似 
平凡 简单 ， 实 则 隐 会 玄机， 历史 上 曾 有 不 少 党 者 为 之 耗费 了 大 
大 精力 和 时 间 ， 但 奔 欧 几 蜂 得 几何 中 却 始终 得 不 到 和 解决， 直到 
19 沁 纪 ， 太 科 利 册 解 析 几 何 与 近世 代数 的 知识 ， 才 找 出 这 三 
大 难题 的 答案 ， 

因为 上 述 : 个 问题 的 作 略 ， 归 根 结 底 是 杰作 出 一 线段 ， 佑 
其 代 度 痊 于 已 知 狐 ,要 作 …- 线 段 等 于 已 知 的 线段 ， 当 线段 的 一 
个 端点 确定 之 后 ， 癌 题 就 转化 为 确定 另 一 个 端点 的 位 置 ， 解 析 
几何 与 代数 方法 得 出 的 结论 是 : 

由 忆 知 的 兵 麻 十 用 圆规 与 让 尺 可 作出 的 新 长 度 都 中 以 由 已 
知 的 长 度 用 有 限 多 次 的 如 减 乘除 及 开平 方 得 到 ; 反之 ， 如 里 一 
个 长 度 不 能 由 已 知 的 长 诬 经 过 有 限 次 加 减 乘除 及 开平 方 得 到 ， 
列 此 长度 不 能 用 尺 规 作 出 。 

现在 可 以 说 明 古 希 弄 几何 作 图 二 大 难题 为 什么 不 可 能 了 . 
何如 一 分 角 问 题 . 根据 一 角 恒 等 式 : 
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C053 = dom x 一 3cos， 
令 工 二 20"， 并 记 oos20=y， 则 得 二 次 方程 
4y3 -3y -十 -0 - 

根据 三 次 方程 的 求 根 会 式 知 此 方程 的 惟一 正 实 根 必须 通过 方程 
系数 的 立方 根 表 示 出 来 . 所 以 y= cos20"， 不 可 能 用 尺 规 人 攻 周 . 
这 就 意味 着 60" 的 角 不 能 用 尺 规 二 等 分 . 特殊 的 角 560" 尚且 不 能 
三 等 分 ， 对 于 任意 角 就 更 不 必 说 了 . 
3, 开辟 研究 领域 

在 区 组 设计 等 向 题 中 ， 要 用 到 所 谓 “ 下 交 拉 上方 ". 正 交 拉 
丁 方 这 -重要 的 数学 分 支 ， 来 源 于 一 个 有 趣 的 传说 . 

18 世纪 时 ， 普 曾 土 的 腓 特 烈 大 帝 要 举行 一 次 盛大 的 阔 其 
式 ， 他 心血 来 潮 罕 然 想 到 要 组 成 一 个 由 36 名 军官 组 成 的 方 阵 ， 
普鲁士 有 56 种 部 队 ， 每 一 种 部 队 有 6 种 不 同 的 官阶 . 腓 特 烈 大 
帝 要 求 每 种 部 队 选 派 6 名 不 同 级 别 的 军官 ， 共 36 人 排 成 一 个 
和 X6 的 方 阵 ， 赣 求 每 一 行 每 … 列 都 有 各 部 队 、 各 官阶 的 军官 
腓 特 烈 大 帝 一 声 令 下 ， 了 可 忙 坏 了 阅兵 司令 ， 他 按 要 粹 选 来 了 
36 和 名 军官 ， 但 左 排 右 排 ， 怎 么 也 排 不 出 腓 特 烈 大 帝 所 要 求 的 
方 阵 . 腓 特 烈 大 帝 亲 临 指挥 也 无 济 于 事 , 事后 ， 他 们 只 好 去 请 
教 当时 的 大 数学 家 欧 拉 ， 这 个 问题 就 被 称 为 "36 军官 问题 *. 

欧 拉 按照 通常 的 数学 思想 ， 从 特殊 到 -- 般 ， 以 便 从 中 发 现 
规律 . 他 用 大 写 拉丁 字母 A，B，C… 表 示 军 种， 小写 拉丁 字 
母 a，5b，c… 表 示 官 阶 ， 他 和 祖 快 排出 了 3x3 03 个 军种 ，3 种 
官阶 )、4x4 (4 个 军种 ,4 种 官阶 ) 和 5x515 个 军种 ，5 种 官 
阶 ) 的 方 阵 . 例如 ， 下 面 是 -: 个 5x5 的 方 阵 : 
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当 n=2 时 ,2x2 的 方 阵 显然 排 不 出 来 ， 对 于 =6， 连 

欧 拉 这 样 的 大 数学 家 也 没有 排出 来 ， 寺 是 他 提出 一 个 猜想 ; 若 
1 =2{mod4), 

蓝 交 X1 方 阵 排 不 出 来 . 这 时 欧 拉 年 事 已 高 ， 来 不 及 证 明 这 个 
结论 便于 第 二 年 去 地 了 . 

这 个 看 似 简 单 的 问题 由 于 大 数学 家 欧 拉 的 关注 而 引起 数学 
家 的 兴 孝 . 数学 家 们 认识 到 .必须 找 出 一 种 研究 方法 来 处 理 这 
类 问题 ， 而 不 能 靠 枚 举 的 方法 来 解决 , 于 是 人 人们 把 腓 特 烈 大 帝 
所 要 求 的 那 种 方 阵 称 为 欧 拉 方 阵 . 一 个 欧 拉 方 阵 可 分 能 为 两 个 
方 阵 ， 一 个 由 太 写 字母 组 成 ,一 个 由 小 写字 母 组 威 ， 为 了 方 
人 重 ， 大 们 把 小 写字 母 的 方 阵 也 改写 为 大 每 字母 的 方 阵 . 这 样 由 
笠 舟 组 成 的 方 阵 称 为 拉丁 方 , 若 两 个 拉丁 方 能 够 重合 成 一 个 欧 
拉 方 阵 ， 则 称 它 们 是 正 交 的 . 

于 是 。 欧 拉 玺 想 就 转化 成 ; 

二 20mod4) 时 ， 不 存在 2 阶 正 交 拉丁 方 ， 

得 憾 的 是 ,“ 知 者 千 志 ， 必 有 一 失 "， 欧 拉 的 这 一 猜想 ， 竞 
然 呈 及 二 2，x =6 时 是 正 诵 的， 实在 出 人 人 意料. 但 有 幸 的 
是 : 当 人 大 们 把 腓 特 烈 大 帝 所 要 求 的 方 阵 映射 为 拉丁 方 以 后 ， 便 
产生 了 区 组 设计 这 - 新 的 数学 分 支 


二 .转化 的 方向 
转化 的 基本 日 的 是 把 竺 解决 的 问题 转化 为 易于 解决 的 问 ， 
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题 ， 但 怎样 才能 达到 这 一 日 的 呢 ? 那 却 只 能 具体 问题 具体 分 
析 ， 而 不 可 能 有 万 灵 的 药方 ,下面 介绍 在 初等 数学 中 常见 的 儿 
种 转化 方向 ， | 
1, 转化 为 特殊 情况 

有 的 数学 问题 所 要 求 的 结论 ， 在 一 般 情况 下 不 容易 推出 ， 
但 在 特殊 情况 下 非常 易于 处 理 ， 并 且 在 很 多 时 候 特 例 对 一 般 情 
况 的 解决 有 英 基 或 桥梁 的 作用 ,因此 把 一 般 问 题 转 化 为 其 特 
例 ， 常 有 助 于 问题 的 解决 ， 

例 求证 : 

面积 等 于 1 的 三 角形 不 能 被 面积 小 十 2 的 平行 四 边 形 所 
覆盖 


首先 我 们 把 问题 转化 为 与 它 等 价 的 道 否 命题 ; 
1) 车 全 PQR 的 顶点 在 一 ABCD 的 内 部 (包括 在 边界 上 )， 


则 Sepaps 方 Sun 

把 问题 转化 为 1) 的 形式 之 后 结论 更 显得 直观 . 在 图 3-3 
中 ， 对 于 图 形 (a) 那 样 的 特殊 情况 ， 如 入 PQR 有 两 个 顶点 在 
平行 四 边 形 的 同一 边 上 时 ， 显 然 有 


Sapog 所 地 Sr apn 地 


对 于 图 (5) 那 样 的 一 般 情况 ， 只 上 这 通过 全 PQR 的 任 .项 
点 例如 己 ， 引 平行 于 AB 的 直线 ， 分 别 交 AD，QR，BC 于 
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王 ，M， 下 ， 则 转化 为 两 个 芳 {a) 那 样 的 特例 了 , 这 时 有 


DAR ™ SAPOW 十 号 人 PWMR 
-1 ] 
Sy S.ABEE + 7 Spfn 
1 


3 Se ABD. 
2. 转化 为 黄 基 条 人 忻 
这 一 类 问题 的 特征 有 是， 问题 里 在 问题 忆 的 基础 上 求解 ， 问 
题 之 人 * 在 问题 再 的 基础 上 求解 ,这样 逐步 转化 下 去 ， 一 直 和 追溯 
到 最 原始 的 基础 ， 然 后 首 其 次 序 即 可 得 到 问题 的 解 . 
例 求 自 然 数 的 方 徊 和 各, 设 天 {nn) 表 示 前 nw 个 自然 数 的 此 
次 寡 之 和 ， 即 
所 (1 人) 一作 十 2 十 二 (开工 闪 二 和 
这 是 -个 很 令 人 感 兴趣 的 问题 ， 已 有 多 种 解法 ， 但 绝 大 多 
数 解 法 都 建立 在 共同 的 思想 上 ， 即 都 依赖 递 推 公式 . 欲求 
所 (nj) 可 转化 为 求 大 -Cn) 有 -am 所 Cn),， fi(n), 再 
反 过 来 利用 (rn), 所 (x) 所 -1(7) 的 结果 表示 出 (1n). 
试 以 求 (1) 的 一 种 方法 为 倒 ， 
fn)= Dt2 tt, 
利用 恒等式 
(nt+l)= nit+dn +6n:+4n+1, 
顺 次 令 =0，1，2，…，n， 则 得 
14=1, 
Zt4:1+6"1 +413+1, 
3 二 十 和 2 二 各 :22 十 二 235 十 24， 


(7 一 1 十 4 一 2) 十 在 [ -2 +4(n -2 
号 1 


+ {an 一 2, 
ni—1+4(n— 1) +6otn-1)+dn 1) +tn— 1), 
(n+1)=E+4nt+6n +d4n + nl, 
相 加 即 得 : 
(n+1} =4f3n) +6f tn) tdfi(n) t+ (nt+1). 
利用 这 一 恒等式 就 把 求 fy( 1) 的 问题 转化 为 求 ftn) 和 f(x) 
的 问题 , 下 一 - 步 关 可 以 把 产 (2 转化 为 炒 (nn) 的 问题 ,如果 
站 (2 是 已 知 的 , 则 fn) 也 就 解决 了 ， 
数学 中 常用 的 递 推 、 适 代 、 数 学 归纳 法 、 分 析 法 ( 倒 推 法 ) 
等 等 都 是 运用 这 -类 转化 思想 . 
3. 转化 为 典型 状态 
转化 为 典型 状态 也 是 数学 中 最 常见 的 转化 方向 ， 所 谓 上 典型 
问题 是 指 那些 具有 标准 形式 和 固定 解法 程序 的 问题 . 例如 一 元 
二 次 方程 有 固定 的 解法 ， 我 们 就 常 把 … 些 无 理 方程 、 分 式 方程 
等 转化 为 标准 的 二 次 方程 求解 . 等 比 级 数 右 固定 的 求 和 方法 ， 
我 们 在 求 级 数 的 和 时 ， 就 看 它 能 否 化 为 等 比 级 数 以 求 和 . 其 他 
诸如 数学 中 的 换 元 、 变 换 等 ， 大 都 也 是 把 求解 的 问题 转化 为 有 
固定 解法 的 标准 状态 . 
例 有 5 只 猴子 分 一 堆 桃 子 ， 它们 想 平 均 分 配 ， 但 无 论 如 
何 也 分 不 下 去 , 于 是 大 家 先 约定 去 睡觉 、 明天 再 分 . 晚上 第 一 - 
个 猴子 趁 大 家 熟睡 ， 走 到 桃子 边 ， 先 吃 挤 一 个 后 ， 剩 下 的 恰好 
可 以 平均 分 成 5 份 - 这 个 猴子 把 其 中 … 份 藏 了 起 来 ， 然 后 重新 
去 睡觉 , 过 了 -会 第 二 个 猴子 起 来 ， 在 璋 下 的 桃子 中 拿 一 个 陀 
了 ， 其 余 的 又 怡 好 能 平均 分 成 5 份 ， 第 二 只 猴子 也 藏 了 其 中 一 
份 后 去 睡觉 , 接着 第 二 、 第 四 个 次 子 都 照 此 办 理 ， 最 后 第 五 个 
猴子 起 来 ， 把 剩 下 的 桃子 吃 掉 -- 个 以 后 ， 余 下 的 桃子 也 怡 能 平 
均 分 成 5 份 . 问 最 少 有 多 少 只 桃子 ， 
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这 是 一 个 有 名 的 超 题 ， 曾 引起 许多 数学 家 的 注意 . 它 有 多 
种 解法 . 开始， 大 们 大 多 用 不 定 方 程 求解 ， 比 较 麻烦 . 特别 是 
如 果 把 5 只 狂 子 推广 为 具 狗 于 .计算 量 就 更 大 , 利用 转化 思 
想 ， 拒 它 化 为 “个 典 乾 的 等 比 数 到 问题 、 就 可 以 得 到 一 个 较 简 
生 的 解法 : 

设 并 始 有 过 个 查 子 ，» 只 钦 子 . 第 只 猴子 藏 去 的 一 份 桃 
子 数 为 .x ， 则 得 到 一 个 下 整数 列 ; | 

le, 
它 的 项 满足 递 推 闫 系 : 
Cal)re.1 -1= nr,, 
阿 边 加 上 nw， 则 得 
(一 二) 


令吉 = +1， 则 yy， yy J 是 -个 公 比 为 < 一 + 的 等 比 


六 
由 于 w 是 正 整 数 ，y] 最 小 应 为 pn" -1， 从 而 最 小 为 "1 一 
1 . 肯 注 意 到 
l= 

即 得 x 的 最 小 值 为 jet + 1=: nfm 1 -1=n—(n—1). 
.在 本 题 中 取 =5。 妈 得 4=3121， 
4. 转化 为 渐 近 过 程 

在 数学 研究 中 ， 许多 问题 常常 不 可 能 -开始 就 直接 获得 解 
决 ， 入 往 退 曾 求 其 次 ， 采 取 迁 回 包 抄 ， 逐步 但 近 的 办 法 求解 。 
因此 ， 常 把 问题 转化 为 渐 近 状态 . 
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著名 的 世界 级 难题 "名 德 巴赫 和 铺 想 ”的 全 究 ， 就 采取 了 这 一 
思想 . 如 德 巴赫 猜想 的 命题 是 : 

任何 不 小 于 和 的 偶数 均 可 表 成 两 个 奇 素数 之 和 。 

这 个 命题 的 证 明明 到 了 极 大 的 困难 ， 了 上 个 多 世纪 以 来 … 直 
无 法 证 明 . 1900 个， 德国 数学 家 希 尔 伯 特 在 巴黎 数学 大 会 上 
提出 了 对 20 世纪 的 数学 研究 影响 深远 的 23 个 数学 难题 ， 其 中 
的 第 8 个 问题 中 就 提 到 了 哥 德 巴赫 猜想 , 1912 年 德国 数学 家 前 
道 在 国际 数学 会 的 报告 中 曾 悲观 地 说 :即使 要 证 明 下 面 较 弱 的 
命题 ;“ 任 何不 小 于 6 的 自然 数 部 能 表示 为 不 超过 人 为 一 个 
确定 的 整数 ;个 素数 之 和 "， 也 是 现代 数学 力 所 不 及 的 .” 上 朗 道 
的 悲观 论调 并 不 正确 ,但 他 的 话 却 提出 了 -- 种 重要 的 数学 思 
想 : 逐步 逼近 的 方法 . 如 果 我 们 能 找到 一 个 这 样 的 正 整数 大 
不 管 它 有 多 大 ， 然 后 逐步 缩小 六 的 和 值 ， 一 日 达到 有 =2， 问 题 
即 告解 决 . 1950 年 尹 文 霖 证 明了 拓 18 . 

正在 这 条 道路 逐步 表 近 阁 德 也 赫 猜 柜 的 问 时 ， 数 学 家 们 又 
从 另 一 条 道路 逼近 猜想 ， 

假设 自然 数 六 的 案 因 数 的 个 数 不 超 过 a ， 就 称 wm 为 素 因 
数 不 超 过 a 的 殖 素 数 . 如 果 一 个 充分 天 的 偶数 可 以 表 为 两 个 素 
因数 分 别 不 超过 a 与 8 的 殖 素 数 之 和 时 ， 则 记 为 fa + 刁 )。 显 
然 ， 如 果 能 证 最 (1+ 1)， 则 时 德 岂 替 萍 想 即 告 证 实 ，1957 年 ， 
我 国 数学 家 王 元 证 明了 (2+3)， 

上 述 结果 虽然 前 进 六 许多， 但 人 人 们 还 感到 有 点 美 中 不 是 . 
即 (a + 上 6) 中 的 两 个 数 还 没有 -个 是 真正 的 素数 ， 于 是 人 们 区 
转向 从 (1+ c( 即 充分 大 的 偶数 可 以 表示 为 | 个 素数 和 一 个 来 
关 数 不 超过 c 的 殖 素 数 之 和 } 向 哥 德 巴赫 精 想 通 近 ，1966 年 ， 
我 国 数学 家 陈 其 涧 证 明了 (1+ 2 ). 

在 (1+ ce) 这 条 战线 上 ， 我 国 数学 家 贡献 最 大 ， 陈 景 润 的 
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伟大 成 果 离 开 摘 取 这 颗 * 数 学 皇冠 上 的 明珠 "只 有 一 步 之 迁 了 ， 
5. 转化 为 已 能 解决 的 问题 

这 是 转化 思想 中 最 重要 也 是 最 有 效 的 叫 想 之 一 . 

我 国 当代 数学 家 徐 利 浴 教 授 近 和 个 来 致力 于 数学 思想 方法 的 
研究 ， 作 出 了 杰出 的 责 献 ,他 提出 的 "关系 ' 腊 射 ' 反 演 " 方 法 ， 
是 把 数学 问 题 向 已 解 资 问题 转化 这 -种 想 的 典 弄 范例, “关系 
映射 " 反 注 " 方 法 又 称 为 RMI 原理 它 取 关系 (Relerionship)、 
映射 (LIMapping)、 反 演 { Inversion) 的 第 一 个 字母 合成 RMIE， 故 
称 RN 床 理 ， 

例如 我 们 要 解 方程 ri - 3r2+2=0， 如 果 我 们 没有 掌握 四 
次 十 程 的 求解 公式 ， 但 已 熟悉 一 次 方程 的 解法 ， 合 可 以 这 样 来 
解答 : 

(1) 作 代 换 ， y= 得 yw-3y+2=0， 

(2) 解 二 次 方程 : yl ==1,， y=2， 

(3) 逆 代 换 ; x = +1，+v2， 

这 .一 过 程 可 用 框 峰 表 示 如 下 ，; 


三 寺 1, +Jy2 道 代 换 = /入 y=]1,2 


又 例如 ， 求 作 两 个 不 等 的 贺 的 外 公 切 线 . 通过 圆 外 一 点 作 
圆 的 公 切 线 是 我 们 所 熟知 的 ， 因 此 ， 可 以 把 求 作 两 圆 的 外 公 切 
线 的 问题 转化 为 过 圆 外 一 点 作 圆 的 切线 的 问题 . 

(1) 缩小 两 圆 的 半径 : 将 两 圆 的 半径 同时 缩小 ， 缩 小 的 长 
度 等 于 小 圆 的 半径 。 则 小 圆 化 为 一 点 ， 
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(2) 作 特 殊 状 态 下 的 切线 ， 

(3) 放大 圆 的 半径 ， 机 当 于 将 作出 的 切线 平移 一 段 距离 ， 
这 段 距离 等 于 小 圆 的 半径 ， 

这 个 过 程 也 吓 用 框图 表示 如 下 : 


作 两 圆 公 切 线 十 一 和 点 作 加 的 切线 


求 ， 
解 
癌 
题 . 


[a 二 


把 这 种 思想 一 般 化 就是 RMI 原理 : 令 RR 表示 由 某 些 数学 
对 象 组 成 的 关系 结构 系统 ， 称 为 原 象 系统 ， 其 中 有 待 确定 的 原 
象 +r， 但 在 尺 中 直接 确定 z 比较 困难 ,但 是 可 找到 一 种 映射 
AM， 通过 M 的 作用 把 原 象 结构 系统 民 映射 为 映 象 关系 结构 

,在 民 " 中 包 售 了 原 象 > 的 映 象 上 * ， 如 果 在 玉 * 系 统 中 有 
办 六 zx “确定 下 来 .然后 通过 反 演 即 道 映射 M !， 也 就 可 把 
z 确定 下 来 . 用 框图 表示 如 下 : 


[LR] MR | 
EE 


| 决 
由 

[人 

J RMI 原理 是 一 个 普 访 的 思想 方法 ， 蚌 一 -种 最 有 效 的 转化 ， 
例 大 们 很 后 就 知道 一 元 一 次 方程 的 求解 方法 ,一 元 二 次 
方程 ， 化 为 典型 状态 之 后 ， 也 有 状 定 的 解法 . 至 于 一 元 三 次 方 
程 的 解法 ， 却 过 了 很 入 的 时 间 才 获得 . 1545 年 意大利 数学 家 
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卡 闻 在 他 出 版 的 著作 中 公布 了 三 次 方程 的 求 根 公式 ， 碧 称 他 是 
从 意大利 另 一 数学 家 载 塔 烈 处 学 来 的 . 

上 髓 的 基 木 思想 就 是 把 二 次 方程 转化 为 二 次 方程 来 求解 ， 
因为 二 次 方程 是 已 经 解决 了 的 , 怎样 才能 达到 这 一 目的 呢 ? 他 
先 从 特 处 状态 考虑 ， 对 于 特殊 的 三 次 方程 

+ pr+o=, oD 
如 果 令 三 4 + ww， 则 方程 可 化 为 
utotogt(umtp)(lutv)=0)., 
奶 果 再 令 34ww + 思 一 0， 则 得 


(nto = -0g, | 六 十 时 二 一 
， j ， 
le 一， le- - 务 . 
因此，x 和 w? 是 二 次 方程 
pp 
r+- 务 =0 二 
的 两 个 根 . 于 是 


从 和 商 斌 = 二 vy 一 号 ty 人 + 太 本 了 生息 , 

既然 对 于 特殊 的 三 次 方程 人 D 可 转化 为 解 典型 的 二 次 方程 
全， 那么 对 于 一 般 的 三 次 方程 

ari+ hrit+crt+ad=0, 全 

只要 再 设 蒜 把 它 转化 为 人 就 可 以 了 ， 这 只 要 作 线性 变换 = ， 


一世， 就 可 把 方程 图 转 化 为 方程 
三 、 转 化 的 途径 


确定 了 转化 的 方向 ， 还 有 一 个 如 何 实现 转化 的 问题 . 即 通 
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过 一 条 什么 路 线 达 到 转化 的 要 求 ， 这 妆 然 要 具体 问题 具体 分 
. 析 , 现在 将 常见 的 转化 途径 多 表 如 下 . 至于 其 具体 的 内 容 ， 将 
在 第 五 、 第 六 两 章 中 详细 论述 ， 


( -) 直接 转化 (这 -类 转化 的 过 程 比较 自然 ， 转 化 的 跨度 
比较 紧凑 ， -- 般 也 不 需要 太 多 的 构造 过 程 ， 转 化 的 方向 也 比较 
明确 . 总 之 ， 它 比较 “常规 "我们 称 它 为 第 . -类 转化 思想 ) 

1. 特殊 化 思想 

(1) 特例 思想 
QD 极端 化 思想 
@@ 反例 思想 
人 @ 不 变量 思想 
(2) 分 类 思想 
(3) 分 步 思 想 
Oz 递 进 思想 
名 递 推 思想 
图 逐步 通 近 思想 一 一 极限 思想 离散 化 思想 、 乏 
步调 整 蝶 想 、 逐 步 淘 沐 思 想 
2. 一 般 化 思想 
(1) 模型 化 思想 
(2) 强化 命题 思想 
3. 变换 思想 
(1) 数 式 变形 和 变量 替换 思想 
(2) 风向 变换 思想 
(3) 命题 转化 思想 一 一 分析、 综合 、 间 接 证 明 

(二 ) 横向 转化 (这 一 业 转 化 的 跨度 较 大 ， 转 化 前 后 的 状态 
之 间 缺 乏 必 然 的 、 紧 密 的 联系 一般 还 需要 构造 某 些 转化 的 条 
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件 . 它 是 通常 说 的 “非常 规 * 问 题 ， 我 们 称 它 为 第 二 类 转 从 
思想 )， 
1. 映射 思想 

(1) 配对 思想 
中 倍数 映射 (包括 一 . -上 映射) 
名 对 称 映射 
名 枸 形 映 射 

(2) 划分 思想 
全 染色 
他 抽 必 原理 
(9 同 余 

(3) 赋值 思想 
中 布尔 代数 
@ 特殊 值 法 
二 排序 思想 

(4) 表示 思想 
中 自然 数 的 表示 
人 坐标 方法 
名 图 表 方 法 

(5) 同 态 思想 
中 同 态 或 同 构 
名 类比 

2, 数 形 结合 思想 
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$3.3 构造 思想 概论 


一 、 构 造 思想 的 意义 及 构造 法 的 分 类 


构造 思想 是 通过 构造 来 建立 数学 理论 、 解 决 数学 问题 的 一 
种 数学 思想 .所谓 构造 ， 就 是 构建 结构 或 体系 ， 构 造 对 象 或 指 
出 达到 某 种 目的 的 方式 和 和 途径 . 构造 必须 切实 可 行 ， 它 是 直观 
的 ， 定 量 的 ;并且 必须 能 够 在 有 限 步 双 内 完成 ， 即 是 能 行 的 - 

我 们 可 以 从 不 同 的 角度 来 考察 分析 构造 思想 和 构造 法 ， 
即 按 不 同 的 标准 对 构造 进行 分 类 . 
1. 构造 对 象 与 构造 算法 

根据 构造 的 内 容 。 构 造 法 可 分 为 构造 对 象 和 构造 算法 两 各 
情形 . 

构造 对 象 ， 就 是 把 合乎 某 种 楼 求 的 数学 对 象 直接 求 出 来 ， 
表达 成 明显 的 形式 

例如 ， 为 了 证 明 "能 够 表示 成 - -个 平方 数 与 -- 个 质数 之 和 
的 平方 数 有 无 穷 多 个 "， 我 们 可 以 构造 无 穷 多 个 这 样 的 数 
| 订 (P+ ID?| 为 奇 质 数 | ,由 于 质数 有 无 穷 多 个 ， 故 我 们 构 
千 的 是 一 个 无 限 集 ,又 由 

上 eco [oo] es, 

故此 集中 的 每 个 数 都 是 平方 数 ， 目 可 以 表 成 一 个 平方 数 与 一 个 
质数 之 和 |. 

构造 算法 ， 就 是 指出 求 得 某 种 合乎 要 求 的 对 象 或 实现 某 种 
目的 切实 可 行 的 有 限 的 步 了 ， 
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例如 ， 米 最 大 公约 数 的 “ 思 转 相 除法 "、“ 并 平方 法 "、 几 何 
作 图 中 的 "作法 "等 等 ， 都 是 已 给 构造 的 算法 . 我 国 古 算 中 的 名 
种 * 术 如 “的 分 术 ”、“ 割 圆 术 ”，“ 方 程 术 ”…) 也 即 各 种 各 样 
的 算法 ， . 

应 该 指出 ,“ 算 法 "一 词 不 同 于 “计算 "而 有 着 十 分 广泛 的 涵 
义 . 首先 ， 它 并 不 单 指 计算 ， 风 和 何 作 图 中 的 “作法 "、 博 穿 中 的 
取胜 "策略 ”"、 解 线性 方程 组 的 “消去 法 "等 等 ,都 是 算法 的 例 
六; 其 次 ， 当 要 求 的 对 象 不 能 通过 已 知 的 对 象 明 确 地 表示 时 ， 
我 们 就 以 "算法 "的 形式 指出 求 得 未 知 对 象 的 途径 . 例如， 两 个 
数 的 最 大 公约 数 不 能 通过 这 两 个 数 本 身 来 表示 ， 而 辊 转 相 除法 
则 告诉 我 们 从 这 两 数 出 发 在 有 限 步 观 内 可 求 得 它们 最 大 公约 数 
的 方法 . 线性 规划 中 类 线 性 约束 下 目标 阴 数 (也 是 线性 函数 ) 的 
极 秆 的 "单纯 形 法 "、 图 论 中 求生 成 树 、 最 小 生成 树 、 最 短 道路 
的 算法 ,都 属于 此 种 情形 . 最 后 ， 在 有 些 场 合 ， 枸 造 算法 与 桔 
造 对 象 也 没有 绝对 的 界限 . 例如 ， 一 元 二 次 方程 的 求 根 公 式 是 
一 个 代数 式 ， 因 为 一 个 代数 式 具有 双重 意义 ， 既 表示 运算 的 过 
程 ， 又 表示 运算 的 结果 - 从 第 一 种 涵义 来 理解 ， 求 根 公 式 是 一 
种 算法 ; 对 一 元 二 次 方程 的 系数 按 公式 所 表明 的 顺序 进行 运 
莫 ， 就 能 求 出 方程 的 根 ， 从 第 二 种 涵义 来 理解 ， 求 很 公式 作为 
一 个 运算 结果 整体 ， 本 身 即 为 所 构造 的 方程 的 根 ， 

2 直接 构造 与 递归 构造 

根据 构造 的 方法 ， 可 分 为 直接 构造 与 递归 构造 . 

直接 构造 是 一 次 完成 ， 直 楼 各 到 所 要 的 结果 。 如 前 面 关 于 
平方 数 的 例子 即 是 一 次 构造 了 无 穷 多 个 合 条 件 的 平方 数 . 

道 轨 构造 则 是 逐次 完成 ， 分 步 递 进 ， 其 理论 根据 是 数学 归 
纳 法 原理 .例如 要 证 明 对 十 作 意 的 六， 存在 2*'! 个 由 1、2 组 
成 的 项 数 为 2" 的 有 限 兰 列 、 每 两 个 序列 至 少 有 2"- 5 个 对 应 的 
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项 互 不 相间 , 当 %=1 时 ，i(1 1)，{22)，{1 2)，(2 1)i 是 
个 长 度 为 2 的 序列 ， 每 两 个 至 少 有 1 个 对 应 的 项 不 同 ; 若 A， 
是 已 掏 造 的 由 2 个 由 1、2 组 成 的 项 数 为 2 序列 的 集合 ， 
且 A 中 的 每 两 个 序列 至 少 有 2” 个 对 应 的 项 互 术 相 间 ， 对 任 
意 由 1、2 组 成 的 有 限 序 州 a。，#， 我 们 用 a 训 示 将 a 中 的 1 均 
换 成 2，2 均 换 成 工 所 得 的 序列 ， 用 wb 表示 由 a 和 六 互相 连接 
所 得 的 序列 ， 且 构造 4 为 
4，aa ld A | 

则 4A,+1 恰 是 2 个 由 1、2 组 成 的 、 项 数 为 2" 的 有 有限 序列 的 
集合 ， 且 A, ;1 中 的 每 两 个 序列 至 少 有 2” ! 个 对 应 的 项 互 不 相 
间 . 由 数学 归纳 法 原理 ,我 们 对 任意 的 自然 数 # 完成 了 所 需要 
的 构造 , 由 构造 过 程 可 以 看 出 ， 阅 归 构 造 的 短 一 步 构造 ， 依 赖 
于 前 面 一 步 鬼 造 的 完成 ， 

另 一 种 构造 法 表面 上 并 不 具备 数 党 归纳 法 的 形式 ， 但 本 质 
上 仍 是 逐次 递 进 的 ， 所 以 也 可 算 为 递归 构造 ,例如 问题 “在 各 
项 都 为 自然 数 的 等 蕾 数列 中 ， 或 者 没有 完全 平方 数 ， 或 者 有 无 
和 状 委 个 完全 平方 数 " 可 用 构造 法 证 明 ， 若 a = un + na 是 首 项 
为 a0、 公 差 为 d 的 等 差 数 列 中 的 一 项 , 是 a,= 52 (5 为 自然 
数 )， 则 

(pradP=b+(2+ad)d=at (nt2b tad)ad 

是 数列 中 的 一 项 ， 这 说 明 在 数列 中 每 个 为 完全 平方 数 的 项 后 面 
必然 还 有 为 完全 平方 数 的 项 ， 状 数列 中 含有 无 究 多 个 这 样 
的 项 ， 
3, 构造 性 定 久 和 构造 性 证 明 

数学 中 常用 构造 法 给 定 概念 和 确立 命题 ， 故 有 所 亩 概念 的 
“构造 性 定义 "和 命题 的 “构造 性 证 明 *， 它 们 反映 了 构造 法 在 数 
党 的 不 同方 面 的 作用 . 
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构造 性 定义 指 的 是 构造 被 定义 的 对 象 的 上 方法， 通常 构造 性 
定义 有 明 种 形式 : 牛 成 定义 "与 “递归 定义 ”， 显 然 这 种 区 分 基 
于 构造 方法 的 不 同 - 例如 贺 的 牛 成 定义 是 :将 线段 绕 其 国定 的 
一 个 端点 旋转 - 周 时 ， 另 一 个 端点 画 测 的 曲线 叫做 阅 ,” 图 论 
中 的 “图 "的 定义 也 是 构造 性 的 ， 由 非 空 且 限 集 W 及 有 中 的 元 
素 的 … 些 无 序 对 组 成 的 集合 F 构成 的 “大 组 二 {VV ) 称 为 
“个 (大 向 ) 图 . 递 刘 定 广 刚 是 数学 归纳 法 用 十 定义 概念 ， 例 如 
突 的 概念 可 定义 为 


w= ; 下 , 
n 阶 导 数 可 定义 为 
[FD = f (x)= lim frtaAr}- fr) 
” 一 个 人 
[pn [fr]. 
函数 的 差分 可 定义 为 


ADFCr)=AF(r)= f(r + Ar}- fr), 

APDFr)= A Fr)). (as 
从 这 些 例 于 可见， 着 妇 定 义 是 一 种 递 时 构造 . 

构造 性 证 明 则 是 基于 构造 方法 的 一 美 证 明 ， 这 类 证 时 不 满 

是 于 定性 的 结论 ， 而 要 求 是 现实 的 、 定 其 的 , 例如 在 证 明 某 种 
对 象 (方程 的 根 、 合 平 某 种 要 求 的 多 项 式 ， 等 等 ) 的 存在 性 时 ， 
构造 性 证 明 要 求 将 此 对 得 具体 构造 出 来 , 前 而 一 些 例子 的 证 明 
就 是 构造 性 证 明 的 例子 . 又 如 :证 明 : 不 能 表示 为 一 个 质数 与 
一 个 完全 平方 数 之 和 的 完全 平方 数 有 无 穷 多 个 "， 亦 可 构造 性 
地 证 明 如 后 ; 考察 集合 1x2 = {3 +2 1 = 1，2，…|， 这 是 
一 个 无 穷 集合 ， 若 有 

nn? 二 x + PP， 上 是 质数 . 
则 由 是 质数 及 
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pn -r=t{n + rtn—r) 


得 
nx…l, n+ p. 
故 
p=n+xro-nuttn-l}=2n-1 
~2(3k+2)—1 
=3(2k+1). 


这 说 明 p 不 是 质数 ， 得 出 帮 盾 ， 故 构造 了 无 穷 多 个 平方 数 不 
能 表示 为 质数 与 平方 数 之 和 ， 

构造 性 证 明 是 相对 于 非 购 造 性 证 明 而 言 的， 两 者 的 区 别 在 
于 构造 性 证 明 实 际 上 附带 了 能 行 性 的 要 求 , 例如 ， 问 题 “ 证 明 
存在 两 个 无 理 数 zx，y, 使 == ze 是 有 理 数 ”, 用 非 构造 性 方 
法 可 证 明 如 下 : 反 设 对 于 仔 何 两 个 无 理 数 +，y，z = .x 都 是 
无 理 数 ， 则 /2 必 为 无 理 数 . 于 是 (v5) 人 - (JI) = 2 是 无 理 
数 ， 故 得 矛盾 ; 用 构造 性 的 方法 可 证 明 如 下 : 取 =vI，y= 
log29， 则 让 二 (y2) me? = 2ms=3， 故 合乎 题 意 的 无 理 数 r，y? 
存在 . 比较 两 个 证 明 可 以 看 出 ， 第 一 个 证 明 实 际 上 是 构造 反例 
证 明 原 问题 的 吾 命题 不 成 立 ， 从 而 原 问题 的 结论 成 立 , 它 并 没 
有 求 得 (构造 出 ) 使 x = x 为 有 理 数 的 无 理 数 z，y; 第 二 个 证 
明 则 直接 构造 出 这 样 的 无 理 数 x，y， 使 = x 为 有 理 数 . 所 
以 ， 用 构造 方法 给 出 的 证 明 ， 并 不 都 是 构造 性 证 明 ， 构 闭 性 证 
明 的 本 质 属性 是 能 行 性 , 正 是 因为 附加 能 行 性 的 要 求 ， 构 造 性 
证 明 比 非 构 造 性 证 明 含有 更 多 的 信息 ， 因 而 更 加 受到 重视 | 
4, 宏观 构造 与 微观 构造 

根据 构造 的 规模， 可 分 为 寡 观 构造 与 微观 构造 . 

从 《几何 原木 ?开始 ， 数 学 就 是 用 迪 辑 演绎 的 方式 表述 的 ， 
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所 以 数学 是 个 逻辑 演绎 的 系统 , 由 于 非 欧 几何 的 发 现 ， 人 们 
认识 到 - -个 演绎 系统 必须 有 -- 定 的 基础 、 出 发 点 或 前 担 ， 并 且 
可 以 选择 不 问 的 前 提 曾 形成 不 同 的 演绎 体系 ， 在 这 个 基础 上 发 
展 了 数学 的 公理 化 方法 ，1899 年 出 版 了 德国 数学 家 和希 尔 伯 特 
的 名 黄 《 儿 何 基础 少 ， 和 希 尔 伯 特 在 这 部 著作 中 提出 了 "结合 公 
理 ”.“ 顺 序 公 理 ".“ 合 同 公 理 ”.“ 连 续 公 理 ”, “平行 公理 "等 
五 组 共 20 条 公理 作为 欧 氏 几何 的 基础 ， 成 巧 地 建立 了 欧 氏 几 
何 的 公理 系统 .此 外 . 点 亚 诺 甘于 自然 数 的 公理 系统 ， 群 、 
环 、 体 等 代数 结构 的 公理 系统 , 柯 尔 葛 胡 党 夫 的 概 过 论 公理 化 
结构 等 等 相继 出 现 . 公理 化 方法 在 推动 数学 的 发 展 中 起 了 巨大 
的 作用 ， 

以 布尔 巴 基 为 代表 的 现代 结构 主义 学 派发 展 了 数学 公理 化 
的 思想 . 会 理化 结 罗 是 一 个 数学 系统 (分 支 ) 的 内 部 结构 ， 结 构 
主义 者 的 理想 则 是 要 构造 数学 的 整体 结构 .依照 他 们 的 观点 ， 
一 个 数学 分 支 就 是 以 一 个 非 空 集合 为 基础 ， 在 其 中 引 人 若 干 结 
构 ， 然 后 懂 开 理论 探讨 的 . 他 们 在 众多 的 结构 中 抽出 二 种 母 结 
构 ， 即 代数 结构 、 序 结构 、 拓 扑 结 和 枸 ， 一 个 集 侣 可 赋 以 这 些 母 
结构 及 其 派生 的 结构 中 的 一 种 或 几 种 ， 而 数学 不 同 分 支 的 差异 
在 于 其 结构 的 差异 , 数学 的 发 展 ， 即 各 种 结构 的 建成 和 发 展 . 
他 们 按照 自己 的 理想 “重建 数 学 "，1939 年 在 法 图 巴黎 出 版 了 
他 们 的 著作 《数学 原本 》( 第 -一 卷 )， 开 始 了 这 项 伟大 的 重建 工 
程 ， 到 1973 年 已 出 版 36 卷 并 且 仍 在 继续 出 版 ， 作 为 一 个 学 
派 ， 他 们 的 事业 仍 在 发 展 之 中 ， 

无 论 是 “公理 化 体系 "还 是 “数学 结构 "， 作 为 “体系 "和 *“ 结 
构 "的 实现 都 是 一 种 构造 ， 这 是 宏观 的 构造 ， 可 见 构造 思想 对 
于 数学 应 该 处 在 战 格 思想 的 位 置 . 

至 于 微观 的 构 车 思想 和 构造 方法 ， 则 贯穿 于 数学 的 定义 、 
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证 明 、 解 题 之 中 ， 儿 草 涉 及 数学 的 一 切 方面 ,我 们 已 经 举 过 不 
少 例子 ， 在 下 章 中 还 将 详细 讨论 . 

数学 的 构造 不 同 于 机 械 的 、 业 运 的 构造 ， 它 是 一 种 纯粹 思 
维 性 质 的 构造 ， 存 在 十 人 的 乙 维 之 中 , 构造 的 "材料 "或 "部 件 ” 
是 数学 对 象 ( 如 图 形 、 概 念 、 函 数 、 公 式 、 法 则 等 等 )， 若 干 已 
知 的 对 象 还 过 退 辑 手段 “焊接 钢 合 "， 形 成 新 的 对 象 .整个 构造 
的 过 程 是 … 个 思维 过 程 ， 从 "材料 "到 “产品 "都 极其 抽象 . 正 因 
为 这 样 ， 数 学 中 的 构造 富 于 技巧 性 其 精细 、 微 妙 是 机 械 的 构 
造 所 不 能 比拟 的 ， 其 美学 价值 亦 不 避 于 建筑 ， 周 五、 绘画， 并 
匡 品 味 更 高 ,惟有 洲 得 数学 并 具 很 高 的 修养 方 能 欣赏 ， 它 反映 
了 人 类 的 智 右 所 达到 的 商 度 ! 


二 、 构造 思 想 的 发 展 和 作用 


1. 构造 思想 的 发 展 和 作用 
构造 思想 对 于 数学 是 * 占 生 俱 来 "， 作 为 数学 思想 两 大 源泉 
的 吉 代 中 国 数学 (以 《 九 章 算术 》 为 代表 ) 和 证 希腊 数学 (以 《几何 
原本 》 为 代表 ;， 即 有 着 明显 的 构造 性 特点 和 丰富 的 梅 造 思想 ， 
中 国 的 古 算是 由 众多 的 “ 术 * 组 成 的 算法 系统 ， 以 至 于 二 代称 数 
学 为 “ 算 学 ”"; 《几何 启 本 》 中 也 有 求 最 大 公约 数 、 求 色 股 数 等 等 
许多 算法 ,并 且 将 作 图 题 与 证 明 题 、 计 算 题 并 列 为 几何 的 三 类 
问题 . 
无论 从 宏观 上 看 或 微观 上 看 ， 数 学 的 发 展 都 与 构造 不 能 分 
开 . 从 宏观 上 看 ,一 方面 ， 出 于 数学 的 结构 性 的 特点 ， 每 一 种 
”结构 的 构成 或 每 -个 体系 的 建立 ， 都 -种 宏观 上 的 构造 ， 另 
一 方面 ,数学 的 发 展 ， 有 时 正 是 出 于 某 种 构造 的 发 现 所 推动 ， 
古代 的 举 达 哥 拉 斯 学 派 认为 "万物 皆 数 "， 他 们 所 说 的 数 是 指 整 
数 ， 妓 宇宙 间 的 一 切 现象 都 可 以 归结 为 整数 或 整数 之 比 . 按 此 
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观点 ， -切线 段 皆 可 "* 通 约 "， 这 就 是 说 ， 任 意 两 线段 e、w 
(在 妨 设 < 和 5)， 以 和 量 5， 量 得 gi 次 而 莘 下 一 段 xr: DSS 
<a,， 以 ri 量 a， 量 得 9; 次 而 剩 下 -… 段 :0 和 7 区 I， 如 
此 继续 ， 这 个 过 程 进 行 有 限 次 必然 结束 ， 邮 人 必 存 在 nr 使 x, = 
0. 这 时 a 和 #5 上 均 为 +, 的 整数 倍 ; a 一, ，# 二 hr, 容易 看 
出 ,整个 过 程 用 算式 表示 ， 就 相当 于 求 两 自然 数 的 最 大 公约 数 
的 加 转 相 除法 : 


1 可 二 是 [有 二 


d= grlt ra, 


并 一 全- 
但 是 人 们 构造 了 不 可 通 约 的 线段 的 例子 :正方 形 的 边 与 其 对 角 
线 不 可 通 约 ， 否 则 Y3 就 是 一 个 有 理 数 , 这 个 合子 的 发 现 导 雪 第 
一 次 数学 危机 . 它 告 诚 人 们 : 直觉 和 经 验 并 不 可 靠 ， 必 须 重 视 
演绎 推理 ， 几 何 学 的 演绎 体系 由 此 建立 , 至 于 微观 构造 ， 则 在 
数学 中 比比 泗 是 ， 构 造 法 是 每 个 数学 研究 工作 者 必须 而 且 经 常 
使 用 的 --- 种 手段 , 在 下 章 中 我 们 还 将 对 微观 构造 作 深层 讨论 ， 
由 罗素 悖 论 而 引发 的 第 三 次 数学 危机 ， 促 使 人 们 重视 对 于 
数学 基础 的 研究 ， 形 成 了 逻辑 主义 、 直 觉 主义 、 形 式 主义 三 大 
学 派 . 因为 矛盾 出 自 集 合 论 ， 逻 辑 主 义 、 形 式 主义 的 代表 人 物 
和 因素 、 希 尔 伯 特 等 主张 改造 集合 论 ， 而 直觉 主义 者 则 主张 抛弃 
集合 论 ， 另 搞 一 套 . 直觉 主义 强调 心智 活动 中 的 构造 性 ,认为 
“存在 必须 是 被 构造 "， 排 斥 传统 数学 中 的 非 构造 性 部 分 . 虽然 
他 们 把 “构造 方法 "绝对 化 的 做 法 并 不 要 当 ， 和 但 他 们 的 工作 推动 
了 对 于 构造 法 的 系统 的 研究 . 
构造 思想 和 构造 法 也 是 联系 数学 理论 及 其 应 用 的 纽带 , 现 
代 的 自然 各 学 和 社会 科学 的 许多 部 门 都 正在 经 历 着 一 个 “数学 
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化 "的 进程 ， 号 克 思 把 数学 化 作为 一 门 科学 趋 于 成 熟 的 标志 ， 
他 说 ;" 一 门 科学 只 有 当 它 达到 了 能 够 运用 数学 时 ， 才 算 真 下 发 
展 了 .” 但 是 要 在 一 门 科学 以 至 任何 一 个 实际 问题 中 上 应 用 数学 
方法 ， 事 必须 建立 起 适合 这 门 科学 或 这 个 实际 问题 ， 又 便于 进 
行 数 学 处 理 的 数学 模型 ， 从 这 个 意义 上 说 ,，“ 数 学 化 "就 是 “ 数 
学 模型 化 ， 而 建立 模型 的 过 程 就 是 一 个 构造 的 过 程 ， 

随 着 人 类 进入 计算 机 时 代 ， 构 造 思想 和 构造 性 方法 愈 显示 
其 重要 人 性， 因为 计算 机 只 能 处 理 离散 的 数学 檬 型 ， 并 是 问题 必 
须 形 式 化 和 建立 适当 的 算法 ， 人 根据 算法 编制 程序 ， 计 算 机 才能 
接受 和 运作 ， 这 就 对 数学 的 构造 性 方法 提出 了 新 的 、 更 高 的 要 
求 ， 组 台 学 ， 离 散 数 党、 计算 机 科学 、 数 值 分 析 等 构造 性 很 强 
的 数学 分 支 得 到 很 大 的 发 展 . 

2., 初等 数学 中 常用 的 构造 思想 

因为 本 书 主要 讨论 数学 解 顾 思 想 . 重点 在 于 微观 构造 的 研 

究 . 下 面 我 们 将 微观 构造 的 常见 内 容 列表 如 下 ， 其 详细 的 论证 


将 在 第 四 章 中 饮 述 ， 
{一 ) 存在 性 的 构造 思想 
1. 直接 构造 
(1) 几何 作 图 
(2) 其 他 构造 


2. 递归 构造 思想 

(二 ) 程序 性 的 构造 思想 
1. 程序 构造 思想 

2. 算法 构造 思想 

(三 ) 工具 性 的 构造 思想 
1. 构造 图 形 

2. 构造 毅 数 
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. 构造 辅助 元 素 
- 构造 辅助 命题 
. 构造 例 与 反例 
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第 四 章 ”构造 思想 


在 这 一 章 中 ， 我 们 将 较 详细 地 讨论 数学 中 的 构造 思想 ， 我 
们 从 两 个 方面 一 一 数学 本 身 的 构造 思想 和 数学 解 古 中 的 构造 思 
想 展 开 分 析 、. 


$4.1 数学 中 的 枸 造 思 想 


构造 思想 是 一 种 基本 数 党 思想 ， 它 在 数学 中 几乎 到 处 都 可 
以 见 到 ， 因 而 构造 感想 在 数学 中 的 作用 十 分 重要 . 

1, 概念 和 理论 的 构造 性 

数学 中 的 许多 构 念 和 和 理论， 本身 期 是 -种 巾 造 . 

数 是 数学 中 最 基本 的 概念 。 -方面 、 从 人 类 实 帕 的 历史 过 
程 来 看 ， 人 人 们 是 在 数 物体 的 个 数 ( 计 数 ) 中 认识 自然 数 ; 在 分 配 
物体 中 认识 分 数 ， 从 丈量 长 度 中 认识 无 理 数 ， 由 运算 的 需要 而 
引入 虚数 ， 进 而 认识 复数 与 平面 向 量 的 关系 ， 而 使 数 的 系统 由 
自然 数 到 有 有理数 、 到 实数 、 到 复数 逐渐 扩充 的 ， 另 一 方面 ， 从 
数 的 概念 的 理论 发 展 过 程 来 看 ， 数 的 概念 的 生成 及 每 次 的 扩充 
都 是 一 种 构造 从 集合 论 的 观点 来 看 ， 自 然 数 是 一 列 集合 : 


0 = 二; 
1= | 入 | 
2 = 11,18i|; OD 


3= 1,18!,|®, | sii|: 


了 


引信 负 整 数 后 ， 自 然 数 集 扩充 为 整数 集 Z .这 时 ， 有 理 数 
可 用 整数 对 来 构造 : 整数 的 有 序 对 (Ca,5)(5 隆 0) 称 为 有 理 数 ， 
满足 条 件 ad = be 的 两 个 有 理 数 (a,5).(e,d) 视 为 是 问 一 的 
(等 价 的 、 相 等 的 ): ta ,56):= tc,9)， 有 从 数 的 运算 定义 为 
ab) Tr (esd) -: (Cad + de, bc). 加 
(ab} x (ed) = (uc, bed). 
将 (a,6) 写 成 六 ， 则 它 就 是 通常 的 分 数 ， 而 加 所 定义 的 运算 即 
通常 的 分 数 运算 。 当 上 = 1 时， 就 是 整数 a ， 于 是 整数 集 Z 
扩充 为 有 理 数 集 Q@ - 由 有 理 数 集 Q 出 发 构造 实数 有 上 几 种 相互 
平行 的 理论 : 实数 可 用 有 理 数 的 基本 序列 ( 箱 西 序列 ) 或 有 理 数 
的 分 割 { 戴 德 金 分 厦 ) 来 和 定义， 复数 可 用 人 实数 的 有 序 对 来 构造 ; 
称 实数 的 有 序 对 {x ,y) 为 复数 、 复 数 的 运算 定义 为 ; 
(xi) + (x2,32) = (xi + Ta Wl + ya), 
(CTU) Cra) = rr YT + ra) 。 
二 
即 (z.y) 宕 成 了 + 严 ， 则 它 就 是 通常 的 复数 ， 而 雹 定义 的 运算 
即 通常 的 复数 运算 ， 于 是 我 们 从 自然 数 集 N 出 发 用 构造 的 方 
法 逐步 扩充 至 复数 集 C ， 由 此 可 见 ， 数 的 扩充 的 过 程 是 一 连 
串 的 构造 的 过 程 ， 
方程 的 研究 在 数学 中 占有 很 重要 的 节 位 ， 研究 各 类 方程 
《代数 方程 、 二 角 方 程 、 指 数 方程 、 往 分 方程 、 积 分 方程 、 渤 
屠 方 程 …)， 首 要 的 问题 是 方程 的 求解 ， 即 将 方程 的 解 直接 构 
造 出 来 . 以 整 式 方 程 为 例 ， 其 解 是 由 方程 的 系数 快 定 的 ， 而 求 
解 公式 即 是 通过 系数 和 运算 构造 方程 的 解 的 表达 式 . 求 出 了 这 
种 表达 式 ， 则 方程 的 性 质 世 就 - 目 了 然 ， 因此 人 们 的 兴趣 首先 
在 于 寻找 方程 的 求解 公式 .在 16 世纪 已 经 得 到 了 解 王 次 方程 
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的 上 入 会 式 和 解 四 痪 方程 的 在 撤 利 公式 ， 但 大 们 在 寻找 五 锭 及 
次 以 上 的 高 次 方程 的 根 式 解 中 屡 展 受挫 . 由 于 19 此 纪 阿 册 
尔 、 熏 多 华 等 人 的 工作 ， 才 证 其 了 天 次 及 五 次 以 上 的 高 次 方程 
没有 根 式 解 . 除 求 解 公 武 而 外 ， 关 于 方程 的 研究 工作 还 有 另外 
的 两 个 方面 : 其 一 ， 是 关于 方程 的 近似 解法 ， 即 构造 某 种 序列 
伍 其 逐步 通过 方程 的 解 ; 其 _“， 是 关于 方程 的 定性 研究 ， 即 不 
必 ' 解 方程 ， 讨 论 广 种 的 解 的 在 在 性 、 惟 - :性 、 解 的 分 布 等 等 . 
2, 向 是 性质 和 解答 的 构造 性 

数学 中 的 许多 问题 具有 构造 的 性 质 ， 这 些 间 题 须 用 构造 的 
方法 才能 解决 . 

数学 中 由 于 数学 理论 的 需要 或 者 数学 应 用 于 实际 问题 的 需 
要 ， 常常 要 求 寻 求 具 有 某 种 性 质 的 数学 对 象 (映射 、 画 数 ， 网 
形 等 等 )， 只 有 将 这 些 对 象 具体 构造 出 来 ， 问 题 才 算 解决 ， 

例 1 《线性 回归 ) 

设 发 ，Y 是 两 个 相关 的 变量 ， 为 了 从 数学 上 刻画 两 个 变 
景 之 间 的 关系 ， 我 们 考察 它们 的 对 应 值 , 设 ! 0, v0) :i 二 1,2， 
ii 是 -- 组 对 应 值 ， 如 果 我 们 已 扼 Y 是 让 的 线性 函数 ， 或 
者 通过 在 直角 坐标 系 中 描 出 各 点 (x, yj) (i 二 1,2,0 72， 从 
得 到 的 " 散 点 甸 " 中 发 现 这 些 点 大 致 分 布 在 某 -- 直线 的 两 侧 ， 从 
而 认定 在 所 考察 的 范围 内 Y 与 六 有 近似 的 线性 关系 ， 则 我 们 
可 用 

Y=aX rsh 
来 表示 这 种 关系 ， 其 中 a ,5 为 待定 参数 ,虽然 两 点 决定 -… 条 
和 直线， 但 由 于 观察 值 总 有 误 莽 故我 们 从 个 点 中 取出 两 点 
以 确定 参数 a。， 是 不 恰当 的 : 应当 充 分 地 利用 观察 记得 的 所 
有 信息 ,使 我 们 得 到 的 直线 在 总 体 上 与 所 有 的 点 的 "接近 的 各 
庶 " 最 好 ， 这 条 直线 称 为 回归 直线 ”". 回归 直线 上 横 举 标 为 x 
]12 


的 点 是 (rw )， 基 中 

一 人 十 二。 
量 {y; 一 y, 六 反映 了 在 x -x 时 现 察 点 (x;, wi) 与 回归 直线 上 
的 对 应 点 Cri,y) 之 间 的 差别 ， 设 


QO= Dy yw Diy (ar t+ 的， 


则 QQ 的 天 小 从 总 体 上 刻 两 了 了 回归 直线 与 观察 点 并 zw) 一 
1,2,…, | 的 接近 程度 ， 回 归 直 线 使 这 种 接近 程度 最 好 ， 故 应 
使 Q 取 极 小 值 .我 们 可 根据 这 一 要 求 来 构造 回归 直线 ， 从 而 
求 得 


二 Dx, 一 下 并 一 T/A Dr 一 下 六 ， 
+l i 


其 中 
-i 
2 和 四 
Y 二 二 > 


1 
所 以 线性 回归 问题 就 是 构造 回归 直线 ， 即 求 出 回归 直线 的 
方程 ， 

例 2 (插值 公式 ) 

多 项 式 是 最 简单 的 函数 ，-- 般 的 耳 数 可 以 用 多 项 式 进行 拟 
合 . 设 v= Ac) 是 作 意 画 数 ， 对 于 自 变量 的 -组 值 | x:i =0， 
1,2,… ,1 已 知 疯 数 的 对 应 值 是 [y= (x2), Y=0,1,2,…， 
n|， 则 1P 二 Cr. 和 yi 二 0,1,2,…,n! 是 两 数 y= 了 (x) 的 图 象 
上 的 一 列 点 ,插值 向 题 的 提 法 是 : 求 n 次 多 项 式 P(r)， 使 

Plx)= Fr f=0,1,2,., 
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即使 “= Ptr) 的 图 每 与 已 知 隐 数 y= f(r ) 的 图 象 在 点 P;(i= 
0,1,…,#) 处 重合。 所 发 的 这 个 多 硕 式 可 以 用 和 过 加 的 方法 构 
造 : 首先 ， 对 每 个 i 构造 多 项 式 P, (+)， 使 

Ptr)= Fr P=00=0,1, ,nn, ji), (x*) 


则 
Pir) = Wp) 
i=0 
即 为 所 求 ， 取 
— 0)" A 1 一 2 Tx) 
P CA 一 (a) 人 
则 Pj(z) 送 合 《*》， 2 
P{x) = 
{ ) {I -xo) 证 tr ~ -Tl {i 
> i {Ti 一 2 ~ ri); 一 1 Cr 一 


构造 所 得 的 多 项 式 忆 (4 ) 称 为 拉 档 关 日 内 括 公 式 ， 
3. 客 在 性 与 构造 性 

构造 的 方法 是 解决 存在 性 问题 的 直接 上 方法 

在 定 尽 一 个 数学 概念 或 一 种 数学 学 结构 以 后 ， 首要 的 问题 是 
这 个 概念 的 外 延 ( 即 概念 所 概括 的 对 象 ) 及 这 种 数学 结 冤 的 存在 
性 . 存在 性 是 赖 以 进行 讨论 的 前 提 ， 不 首先 解决 存在 性 问题 ， 
则 理论 的 构建 缺乏 基础 ，-- 切 讨论 都 将 落空 。 解决 存在 性 问题 
的 直截了当 的 方法 ， 就 是 将 要 证 明 存 在 的 对 象 直接 构造 出 来 ， 

例 1 ( 切 比 晓 夫 多 项 式 ) 

在 数值 分 析 中 ， 我 们 常 将 次 数 较 高 的 多 项 式 用 次 数 较 低 的 
多 项 式 代替 以 简化 运算 ， 设 5 次 多 项 忒 P(x 的 首 项 系数 是 友人 
天 0， 取 … 个 首 项 系数 为 1 的 于 次 多 项 式 了 (Cry， 则 PCr)= 
一 er) 的 次 数 低 于 ， 这 个 过 程 称 为 多 项 下 的 精简 ， 
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精简 后 获得 的 多 项 式 Pitx) 的 次 数 比 P(r) 低 ， 但 我 们 还 希望 
在 一 定 的 范 轩 {例如 {一 ],1 内 P(x) 与 P(x) 相差 最 小 ， 显 
然 , 当 T, (ec) 在 (一 1,1) 上 与 0 健 离 最 小 时 ， 从 总 体 上 看 
Pi(z) 在 (一 1,1) 上 与 Ptr) 最 接近 . 

村 找 在 (上 1 上 与 (偏离 最 小 的 多 项 二 的 问题 旦 上 世纪 
后 半期 伟大 的 俄 鉴 斯 数学 家 切 比 晓 去 提出 的 . 这 样 的 多 项 式 就 
称 为 切 比 晓 大 多 项 式 . 

切 比 晓 夫 多 项 式 的 严格 的 数学 定义 是 ， 设 全 体 首 项 系数 为 
1 的 nn 次 实 系 数 多 项 式 组 成 的 集合 为 P,， 对 任意 的 f(r)€ 
PP, 记 

nt( /= Max, ftir}', 
则 mm( 放 表示 在 闭 区 间 [ -1,11 上 儿 项 式 F(x) 的 什 与 0 的 最 天 
偏离 ， 疡 , 中 使 m( 门 达到 柜 小 值 的 多 项 式 称 为 n 次 切 比 晓 夫 
多项式 ， 通 常用 了 (zr) 表 示 ， 

很 明显 ， 切 比 晓 夫 多 项 式 的 定义 本 身 并 不 表明 这 种 多 项 式 
的 存在 ， 要 使 这 个 定义 有 意义 ， 必 须 证 明 存 在 性 ; 要 使 这 样 定 
义 的 切 比 晓 夫 多 项 式 真 止 用 于 数值 分 析 中 多 项 式 的 精简 ， 还 必 
须 将 多 项 式 工 ,{) 具 体 构 造 出 来 ， 

下 面 我 们 扼 雪 地 介绍 这 个 问题 的 一 种 解法 。 它 是 莫斯科 大 
学 的 姆 洛 杰 耶 夫 教授 给 出 的 . 

要 构造 切 比 晓 去 多项式， 首先 要 认识 这 个 少 项 式 应 具备 的 
性 质 ， 也 就 是 说 ， 区 ,x} 如 果 存 在 ， 则 应 该 满足 一 些 什 么 必要 
条 件 ， 研 究 表明 ，T,(r) 应 具有 下 面 的 性 质 ， 

性 质 1 了 (x) 在 [一 1,1] 土 恰 有 ;个 相 导 实 根 . 

性 质 2 | T(z) 在 [一 1,1; 上 的 极 大 值 均 相 等 ， 

进而 可 以 证 明 ， 性 质 1、 性 质 2 也 是 决定 切 比 晓 夫 多 项 式 
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的 充分 条 件 { 因 而 是 充 要 条 件 )， 于 是 可 以 依据 这 两 个 性 质 来 掏 
造 切 比 晓 去 和 多项式. 容易 验证 ， 

1 n {.r } 二 cost RATCOOS.Y } 
恰好 具备 上 述 两 个 性 质 ， 间 时 又 厅 证 明志 比 晓 去 多 项 式 如 果 存 
证 必定 惟 --， 于 是 f(r) 就 是 我 们 所 要 构 造 的 了 (rr T(x) 
三 万 (通过 适当 的 变形 以 吾 去 广 {1r) 表 达 式 中 的 作 蕊 和 反 
余 芯 符 导 ， 可 以 将 点 (还 原 成 多 项 式 的 形式 而 求 得 


Tr) Se tO Ht), 


至 此 ，? 深切 比 晓 夫 多 项 式 构 造成 功 ， 因 而 共存 在 性 问题 得 坟 
解决 . 

例 2 《〈 负 氏 此 和 何 的 相 容 性 )》 

罗马 切 直 斯 基 用 “罗氏 公设 "代替 欧 凡 时 得 的 “第 天 公设 ” 
【 即 平 行 公理 ) ， 从 击 创 立 子 * 凡 氏 几 向 ". "罗氏 公设 "表述 为 : 
“过 平面 上 -已 知 直线 外 指 一 点 至 少 可 以 引 两 条 直线 与 该 已 知 
直线 不 相交 .” 这 -- 公 设 电 然 与 直觉 相 悚 ， 闪 而 不 能 不 引起 对 
这 个 公理 系统 的 存在 性 (合理 性 ) 的 怀疑 ,虽然 . -时 尚未 发 现 公 
理 系 统 中 的 矛盾 ， 但 谁 也 无 法 担保 将 来 不 会 出 现 了 矛盾 ，。 于 旦 数 
学 家 们 致力 于 罗氏 公理 系统 的 相 容 性 {无 辛 盾 性 ) 的 注 明 ， 相 容 
性 是 公理 系统 能 够 合理 存在 的 先决 条 件 。 

但 是 如 何 证 明 公 理 系 统 的 相 容 性 人 确 是 -大 难题 。 大 家 认 
为 ， 猎 然 没有 人 对 欧 氏 几何 表示 怀疑 ， 则 欧 氏 几何 的 相 客 性 是 
大 家 公认 的 .如果 我 们 在 欧 氏 元 何 中 构造 一 组 对 象 ， 将 其 解释 
为 罗 下 几何 中 的 "点 ”、 “直线 " 等 等 ， 并 上 壬 对 对象 之 闻 的 关系 
(如 "相交 ”、“ 平 行 " 等 等) 作出 具体 界定 、 然 后 验证 按照 所 作 的 
解释 和 界定 ， 罗 氏 几 何 的 所 有 公理 均 得 以 满足 ， 则 罗氏 几何 的 
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相 容 人性 归结 为 欧 氏 多 笨 的 机 容 性 ， 因 为 罗氏 风向 如 果 出 理 记 

盾 ， 则 将 导致 欧 氏 儿 和 何 出 现 广 质 ， 概 而 言 之 、 具 要 能 在 欧 氏 拖 

何 中 和 构造 出 宪 寺 帮 休 的 模型 ， 则 可 以 确 让 罗氏 几何 对 于 欧 氏 几 

何 的 相对 相 容 性 ， 

坊 虽 上 名 出 现 过 多 种 网 氏 儿 和 何 模 开 ， 如 贝 特 拉 米 模型 、 克 

菜 因 模型 、 庞 加 莱 模 型， 此 处 仅 简单 介绍 克 菜 因 模 型 .考察 欧 

氏 见 何平 而 上 的 一 个 井 圆 ( 即 一 个 圆 的 内 部 而 不 含 图 周 )。 开 贺 

内 的 点 作为 罗氏 几 柯 的 点 ， 开 圆 的 副 { 无端 点) 解释 为 罗氏 几何 

的 直线 . 整个 开 圆 即 罗 氏 平面 。| 而 罗 捞 公设 在 模型 中 对 应 为 

“过 加 内 不 在 已 知 区 上 的 点 ， 至 让 克 茶 和 个 与 已 知 剖 相 

变 ,，“ 在 图 4-1 中 ，P4 和 PB 过 PP 而 不 与 已 > 

知 落 相交 (注意 A，B 不 是 轩 氏 几何 的 点 } ， 

HPA、PB 把 过 PP 点 的 罗氏 几何 直线 分 为 两 | 

类 ， 一 类 与 已 知 直线 ( 即 束 4B ) 相 交 ， 另 一 

类 不 相交 .而 人 APB 即 平 行 角 .因而 罗氏 公 

设 在 克 莱 内 的 模型 中 成 立 。 有 罗氏 公理 系统 的 图 4 一 | 

其 余 公 理 都 与 欧 氏 儿 何 相 赐 ， 在 欧 氏 平面 | 构造 的 克 莱 因 模 

型 自然 满足 这 些 公理 ,因而 光荣 因 模 地 是 罗 开 几何 的 一 个 十 分 

简洁 的 模型 ,构造 这 个 模型 使 我 们 从 理性 上 认识 到 罗氏 几何 存 

在 的 合理 性 ， 

4. 解 题 方法 的 构造 性 “ 
构造 性 方法 是 相对 士 传统 数学 中 的 非 构造 性 方法 而 言 的 ， 
非 构 造 性 方法 只 淮 基 对 象 的 存在 仁 ， 昌 标的 可 实现 任 ， 因 

而 是 一 种 定性 的 方法 ， 例 如 “ 低 何 多 项 式 可 惟 - -地 分 解 为 不 可 

约 多 项 式 之 积 ”,“ 任 何 非 常数 的 复 系 数 多 项 式 至 少 有 -个 复数 

根 “【 代 数 基 本 定理 ),“ 连 续 函 数 在 闭 区 加 上 必 有 最 大 值 和 最 小 

多 … 者 是 道 过 非 构 造 性 方法 给 出 证 明 的 ， 非 构造 性 方法 具 涉 
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及 可 分 矢 性 、 根 与 最 值 的 存在 性 ， 而 布 需 骆 岗 式 分 解 的 实际 步 
绝 和 求 根 . 求 最 值 的 具体 方法 .对 于 代数 蔡 本 定 盏 ， 非 构造 性 
方法 具 是 证 明了 "无 零点 的 复 系 数 多 项 式 必 为 常数 "， 并 不 直接 
证 明 非 常数 的 复 系数 多 项 式 有 棋 ， 更 不 曾 把 这 个 存在 的 根 演 际 
找 出 来 或 指明 种 米 根 的 方法 .人 硬 已 经 断言 定理 成 立 ， 

梅 造 性 方法 出 不 满足 于 对 旬 的 存在 性 和 月 标的 可 实现 性 的 
结论 ， 员 进一步 可 求 明 确 指 出 构造 对 象 的 其 体 方法 和 实现 自 标 
的 基体 步 狐 ， 这 种 方法 和 步 红 还 必 斋 其 有 能 行 性 ， 即 可 以 在 有 
限 步 又 内 实际 完成 . 例如 ， 克 妆 内 交 具 体 均 造 了 一 种 实际 方 
法 ， 按 照 他 的 方法 实施 ， 任 何 有 理 系数 多 项 式 的 因 式 分 解 可 以 
在 有 限 步 内 实现 . 布 劳 威 尔 册 用 构造 法 证 明了 代数 基本 定理 ， 
他 的 方法 确 能 求 出 任意 给 定 的 非常 数 复 系数 多 项 式 的 根 . 

心 统 数学 中 也 有 构造 性 方法 ,例如 ,平面 几何 中 有 和 怀 线 、 
角 平 分 线 等 概念 ， 也 育 作 重 线 、 作 角 平 分 线 的 作 图 方法 ; 二 次 
方程 的 米 模 公式 可 以 实际 求 出 任意 二 次 方程 的 根 ; 在 定 义 丙 个 
日 然 数 的 最 大 公约 数 的 概念 之 后 ， 有 求 最 大 公约 数 的 欧 几 里 得 
算 靶 ( 驾 转 相 除 法 ). 我 国 古代 数学 在 构造 读 研 究 方面 也 卓 具 成 
就 . 但 直觉 主义 着 出 于 重建 数学 基础 的 需要 ， 把 构造 法 推 向 极 
碳 ， 按照 他 们 的 观点 ,“ 存 在 必须 是 被 构造 ， 他 们 对 每 个 数学 
命题 郁 附 加 上 * 能 行 性 "的 和 要求， 向 传统 数学 报 册 挑战， 他 们 的 
下 作 ，… 一 方 而 大 大 地 丰富 了 传统 数学 的 内 容 ， 开 折 了 数学 研究 
的 新 领域 ， 但 另 - -方面 ， 他 们 丸 举 认 了 .大批 有 重要 意义 的 数 
学 成 果林 人 免 有 失 偏 赔 。 事实 证明 :; 徇 造 性 方法 与 非 构造 性 方 
法 莫 容 并 存 的 情况 ， 有 利于 数学 的 发 展 ， 

例 ! ( 旧 妆 内 克 关 于 有理 系数 多 项 式 因 东 分 解 的 算法 )》 

任何 有 理 系数 多项式 总 叮 以 表示 成 -- 个 常数 (有 理 数 ) 与 … 
个 整 系数 和 多项式 之 积 ， 购 我 们 具 肖 讨论 整 系 数 多 项 式 的 困 式 
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分 解 ， 
设 产 >) 是 个 座 整 系数 多 项 式 ， 若 疙 了) 可 以 分 解 ， 那 


么 必 有 -个 因 式 的 次 数 不 超 过 := | 二 |([a] 表 示 不 超过 的 最 
大 整数 )， 故 我 们 需要 考察 上 xz) 是 否 基 有 次 数 不 超过 ; 的 
因 式 ， 

任意 取 定 {s+ 1) 个 整数 值 忆 o al a， ， 求 出 多 项 式 的 值 
np Fafas)， 它 们 都 是 整数 。 车 f(z) 有 因 式 
Er)， 则 六 cy 必 被 efao) 整 除 ， Aa) 必 被 gtal) 整 除 ，…， 
六 a) 必 被 g(a,) 整 除 . 但 每 个 整数 a,)(;=0,1,…,s) 人 可 分 
和 解 质 因数 : 

Je 二 + pr pa pr, 

(0< p< p<…<p, 拘 为 质数 ) 
从 而 六 a;) 的 因数 有 2"(alt1)(ez+1} (a,+1) 个 。 故 每 个 
gla) 共有 内 限 多 种 可 能 的 取 值 ， 因而 g (a0), g (al),…, 
8 (9) 的 值 也 只 有 有 限 多 种 可 能 的 组 合 、 

半 季 组 信 gtao) ,g(al),… ,g(a,)， 利 用 拉 格 度 日 插值 公 
式 (全 4 例 2 ) 可 以 构造 惟一 的 一 个 多 项 式 ， 这 样 可 以 确定 有 
限 才 个 ge， 它们 是 几 zr) 的 次 数 不 超 地。 的 可 能 四起， 于 是 
我 们 就 求 出 了 /7(z) 的 次 数 不 超过 、 的 可 能 的 因 式 ， 它 们 只 有 
有 限 多 个 ,但 已 包括 了 f(r) 的 所 有 次 数 不 超 过 * 的 因 式 . 

现 相应 用 除法 算式 ， 检 验 每 个 g(x) 是 否 真是 fic) 的 -一个 
因 式 ， 若 每 个 g(r) 均 不 能 整除 f(x)， 匣 (z) 是 素 多 项 式 ， 
因而 不 可 分 解 ; 车 菜 个 g(x ) 整 除 f(r)}， 则 已 经 找到 T(z) 
的 .个 因 具 ef)， 于 是 有 fx)= gg lr) f(r), 此 时 g(x)、 
让 (的 次 数 均 低 于 f(r) 的 次 数 . 

对 gt{.r)、A1() 同 时 重复 上 面 的 手续 ， FC)= g(r). 
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ft) 可 继 续 分 解 . 由 于 F(x ) 的 次 数 有 限 ， 故 这 样 的 手续 不 可 
能 无 限 地 重复 下 去 ， 即 fx) 的 因 式 分 解 必 在 有 限 步 内 完成 ， 

例 2 {关于 疼 形 的 组 成 相等 ) 

如 果 用 --- 定 的 方式 把 两 个 图 形 中 的 -个 剂 分 成 有 限 个 部 分 
以 后 ， 叉 可 以 用 另外 的 方式 配置 这 些 部 分 ， 以 组 成 这 两 个 图 形 
中 的 另 一 个 ， 那 么 这 两 个 图 形 叫 做 "组 成 相等 ”， 

显然 ， 组 成 相等 的 图 形 必 有 相等 的 面积 .有趣 的 是 ; 两 个 
面积 相等 的 多 边 形 必 也 组 成 相等 . 这 一 事实 的 让 明 由 以 下 几 个 
可 理 组 成 注意 到 每 个 引 理 的 证 明 都 是 构造 性 的 ， 所 以 证 明 中 
实际 上 已 给 出 前 分 两 个 面积 相等 的 多 边 形 中 的 一 个 以 组 成 另 - 


个 的 具体 方法 ， 
引 理 1 漆 图 形 A，B 都 与 图 形 世 组 成 相等 则 A 与 B 
组 成 相等 . 


证 明 : 如 图 站-2 所 未 。 设 按 实 线 前 分 C 所 得 的 各 部 分 可 
组 成 4 : 按 虚线 前 分 (所 得 的 各 部 分 可 组 成 B. 则 同时 用 守 


一 区 


过 a 


周 4-2 
线 和 虚线 将 5 前 分 成 更 细 的 部 分 ， 它 们 


既 可 以 组 成 4， 又 可 以 组 成 明 。 由 此 显 4 
然 可 知 A，B 组 成 相等 ， , | 

引 理 2 ”任何 三 角形 与 -个 短 形 组 成 “一 Eva 
相等 . 区 : 

证 明 ; 设 角 A 是 入 ABC 的 最 太 内 ? 
角 ， 则 高 AD 必 在 人 ABC 的 内 部 ,天 是 国 4 一 3 
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AD 的 中 点 ， 过 E 作 GF 有， 使 其 构成 扰 形 HE ， 则 将 
三 角形 前 分 成 两 个 三 角形 ] 和 2 及 … 个 梯形 3 后 , 由 1，2，3 
可 组 成 失 形 BCFG (如 图 4 一 34)， 

引 理 3 共有 相册 底 边 及 盏 积 要 等 的 两 个 单行 四 边 形 组 成 
相等 ， 

证 时: 设 平行 四 边 形 ABCD 与 ABEF 有 公共 边 AB 。 因 
为 它们 面积 相等 ， 故 另 一 对 边 CD 、EF 在 与 48 平行 的 同一 
条 直线 上 ， 如 图 4 一 4 所 示 ， 在 两 条 平行 线 之 间作 两 组 两 两 相 
邻 的 平行 上 四边形， 分 别 与 已 知 平行 四 边 形 ABCD 、ABEF 全 


[ 册 4 一 4 

等 则 已 知 羊 行 四 边 形 各 边 被 剖 分 成 若干 部 分 .最 上 面 的 一 部 
分 是 共有 的 个 三 角形 ， 各 部 分 从 上 到 下 依次 编号 ， 将 
ABC 六 逐步 在 移 一 步 ， 两 步 ， 一步，…， 才 步 之 长 等 于 线段 
45， 则 第 二 部分、 第 三 部 分 、 第 四 部 分 … 将 依次 重合 ， 于 是 
可 知 葬 个 平行 四 边 形 组 成 相等 ， 

引 理 4 面积 相等 的 队 个 短 形 组 成 相等 ， 

证 明 : 设 其 形 AB(CD、EFGH 面积 相等 ， 设 A8 是 AB， 

Dp CC LL K 王 6 


一 国 


下 如 


钠 4 5 


BC，EF，FC 中 最 长 的 -条 线段 ， 以 EF 为 一 边 作 平行 四 边 
形 EFKL,，, 使 LE = AB 昌 与 4ABCD，EFGH 有 相同 的 面积. 
EF(CH、EFKL 共有 底 边 EF 及 面积 机 等， 前 由 引 理 3， 它们 
组 成 相等 ; AB(TD，EFKL 有 相等 的 边 4 刀 = 工 忆 ， 故 由 引 理 
3， 它 们 也 组 成 相等 。AB(CD，EFCH 过 与 EFKL 组 成 相等 ， 
帮 由 引 理 上 ， 它 们 组 成 相等 . 

唱 理 5 任何 多 边 形 与 :个 矩形 组 成 相等 ， 

让 明 ; 将 和 多边 形 剖 分 成 戎 十 三角形. 用 1，2，…， 站 纺 


| 提 4 一 白 

号 ， 作 宅 形 4BB;4 与 编号 为 | 的 三 角形 面积 相等 ; 再 在 
ABB1A1 的 外 部 作答 形 A1B1B3A; 与 编号 为 2 的 三 角形 面积 
相等 ，…， 作 矩形 A，1B，1B,A, 与 编号 为 的 三 角形 面积 
相等 、 得 和 矩形 ABB,A,。 | 

编号 为 工 的 三 角形 与 一 个 矩形 组 成 相等 ! 引 理 2)， 这 个 天 
形 与 编号 为 的 三 角形 面积 相等 ， 因 出 与 矩形 4 1B 1B.A; 
面积 相等 ， 故 这 两 个 乞 形 亦 组 成 相等 ( 引 理 + )。 于 是 编号 为 ; 
的 三 角形 与 矩形 4 -1B; 18BA; 组 成 相等 (1，2，…， 呈 )， 
由 此 可 知 原 多 边 形 与 矩形 ABB,A, 组 成 相等 . 

现在 证 明 两 个 面积 相等 的 志 边 形 必 组 成 相等 . 由 引 理 5. 
每 个 多 边 形 都 与 一 个 矩形 组 成 相等 ， 由 多 边 形 而 积 相 等 二 车 两 
个 矩形 也 面积 相等 ， 于 是 这 两 个 矩形 组 成 相等 ( 引 理 4 ) 。 故 由 
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引 理 1。 这 两 个 多边 形 组 成 枚 等 ， 
5. 用 构造 的 观点 分 析 数学 对 象 的 结构 

从 复杂 事物 与 简单 事物 的 联系 中 认识 复杂 事物 ， 从 未 知事 
物 与 已 知事 物 的 联系 中 认识 未 知事 物 ， 这 是 认识 的 一 条 基本 途 
径 . 用 构造 的 观点 分 术 数 党 对 象 的 结构 ， 有 助 于 把 握 对 象 的 实 
质 和 不 同 对 象 之 间 的 联系 ， 

数学 中 有 许多 所 谓 分 解 定理 ， 例如， 自然数 可 以 惟一 地 分 
解 为 质数 的 乘积 (算术 基本 定理 ); 多 项 式 可 以 惟一 地 分 解 为 不 
可 约 多 项 式 的 索 积 ; 任何 向 量 可 以 惟一 地 分 解 为 单位 坐标 向 量 


的 线性 组 合 ; 任意 函数 A(.r) 可 以 分 解 为 奇 丽 数 二 [了 (x) - 
/( 一 *)] 与 个 函数 户 [J(z) + 7 一 >) 之 和 ， 这 些 分 解 定理 提 
订 了 数学 对 象 的 内 部 结构 和 表现 形式 ， 


例 1 ( 广 六 等 比 数列 的 结构 》 
称 数列 1.x,, | 为 广义 等 差 数列 ， 如 果 对 任意 的 之 1， 均 有 


为 常数 )， OD 
称 数列 1zr，! 为 广 关 等 比 数 列 ， 如 果 对 任意 的 2 之 1， 均 有 
一 IT 二 1M (LM 为 常数 )， (人 


显然 ， 当 =2，M =0 时， 广义 等 差 数列 、 广 义 等 比 数 
列 就 是 通常 的 等 关 数 列 、 等 比 数列 容易 看 出 ， 中 是 一 个 线性 
关系 式 ， 而 名 是 二 次 式 ， 故 从 定义 看 ， 上 广义 等 状 数列 较 广义 等 
比 数 列 简 单 “ 些 ， 事实 上 ， 广 义 等 益 数 刚 是 一 类 二 阶 线性 递归 
数列 ， 其 递 推 方 程 为 

Tat = ry 1 (1 )， 
有 昂 的 图， 广义 等 差 数 列 者 是 广义 等 比 数列 ， 事 实 上 ， 设 
2 是 广 关 等 差 数 列 ， 则 由 全 可 得 

a 
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2 
这 四 1 eer, | ) A 
7 
三 {er 7] ) 2 nm 


1 
A AR 


于 是 可 天 此 式 的 值 不 随 nn 的 改变 而 改变 ， 即 
-1 DT { 常 数 ) 。 
机 ?x 丰 广 浆 等 比 数 麟 。 
友之 ， 岂 傈 广 久 等 比 数 到 也 都 是 广 头等 莽 数 列 、 则 两 者 具 
有 相同 的 外 适 ， 因 而 是 同 个 慨 伪 ，。 然 而 事实 并 非 如 此 ! 我 们 
只 能 汗 朋 各 项 均 不 为 0 的 广义 等 比 数列 是 广 六 等 差 数 列 。 事实 
二， 册 包 可 得 


2 2 

Ea nt 
故 i ir 1 十 nl ] | nr 2 十 EN ) 。 
但 nl 4 和 拘 不 办 0， 效 

人 1 + ‘Tntl 一 2 + ti, 

yn tn | 

二 是 村 任意 的 ， 

2 


Ee 
即 对 任意 的 »»， 均 有 
Ti dr 
rw 1 是 广义 等 差 数 列 ， 

这 一 事实 的 重要 意义 在 于 揭 朱 了 广义 等 比 数 列 的 结构 : 广 
义 等 比 数列 由 芳 于 各 项 均 非 但 十 满 中 不 同 递 妇 闫 系 的 有 限 广义 
等 基数 齐 相 各 连接 面 成， 在 相 邻 的 两 个 有 限 ) ”头等 差 数 询 之 闻 
怡 有 一 项 为 0; 如 果 广 义 等 比 数列 出 现 术 邻 的 两 项 癌 时 为 
则 由 后 可 划 ， 从 这 两 项 开始 以 后 的 所 有 的 项 全 部 为 0 。 

例 2 { 模 的 翡 渡 那 其 数 到 的 结构 ) 
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适合 
, FFrith,. (ne20) 四 
iFy=0, FI=1 
的 二 阶 递 岂 数列 下 = 1 1 »y 称 为 斐 波 那 贺 数列 . 设 四 之 2 为 
dlp}=mininmiF,! 
即 Fi; 尾 数列 下 中 第 一 个 被 jw 整除 的 项 ， 则 可 以 证 明 j 
和 此 有 性 质 
ml dn) |n, (0 
以 站 除 记 并 取 最 小 非 负 剩 余 忆 CO 近世 (的 站)， 
册 称 数列 ;PFC 为 模 关 的 莫 波 那 事 数列 . 显然 ， {FC})! 
关于 模 满足 递 排 关 系 吕 . 
今 蕉 察 数列 | 下, (p11)1 的 结构 ， 
数列 i 请 , (ni 放 的 一 个 量 要 竺 性 是 周期 性 设 L( wi }) 是 这 个 
数列 的 最 小 正 周 期 、 则 Frm 二 Fotm)=0, 即 m| Fir)， 
由 全 知 d (nm) fm) i 记 r=L( mA nm), 
设 i = Fo， 则 上 由)=0 及 递 岂 关系 全 ， 
可 知 
下 CA) 
amram)= Fl} + Frm =t, 
但 Ft)= F(t) 一 1 ， 存 知 
下 zt 
于 是 由 递归 关系 电 的 齐 次 性 可 知 ， 对 任意 大 ， 
Faronretm)= tm) {mod m)., 
款 而 对 任意 非 久 整数 j. 
Fm tt m1) = HP ), 
依次 让 =0，!，…， rr 一 1]， 并 对 每 个 固定 的 } (1 jr--1)， 
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证 到 =0，1，…，d On) 一 4， 我 们 得 到 1 (mm) | 的 一 个 周期 ，. 
将 甚 排便 为 

(O01 FF 六 Js 

OF mm ) ,ee tFnwy mt, {riod pe ) 


Or LFtm) ,fF -1 二 “三 | ， 

容易 看 出 ,这样 排 列 的 每 … 列 是 一 个 等 比 数列 , 即 1F, (m4)1 的 
于 序列 Py) (C03 下) 一 1), 是 以 瑟 (m) 为 首 
项 、# 为 公 比 的 等 比 数列 : 
ED “T(tmod m1), 
央 而 整个 | 上 上 ， {a )i 是 由 分 别 以 Fu ‘ mm ), FI ‘ i ) ， ss 
Fr 45) 为 首 项 并 共有 相 问 公 比 二 的 2 (wi) 个 模 的 等 比 数列 
的 项 依次 交替 排列 而 成 的 ， 

上 面 两 例 讨论 的 是 -一 类 对 象 的 个 体 结 构 ， 用 构造 的 观点 讨 
论 … 类 对 象 的 整体 结构 同样 也 是 十 分 有 趣 咖 所 是 有 意义 的 . 

例 3 (三 阶 等 差 数 列 的 结 梅 ) 

设 1r， 人 1 :是 自然 数 虫 的 一 个 子 列 ， 上 nn 


=0， 风 称 序 到 | > xi | 到 到 i 1 的 一 个 


= 
划分 ， 特别， 当 } 2 i 为 等 差 数 到 时 的 划分 称 为 数列 的 等 差 
划分 . 

可 以 证 明 ， a 1 是 等 莽 数 列 时 ，; .的 等 是 划分 是 一 
阶 等 差 数 列 ， 这 一 捉 实 可 概括 地 说 成 "等 莽 数 询 的 等 差 划 分 是 
二 信守 大 下 ， 有 人 猜想 ， 二 阶 等 差 数 列 都 是 等 益 数 列 的 等 
差 划 分 “， 但 很 快 发 现 这 一 猜想 涉 能 成 立 ， 计 是 赣 问 ;什么 样 
的 三 阶 等 差 数 列 是 等 差 数 列 的 等 荆 划 分 ?” 有 人 给 出 了 三 阶 等 
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其 数 别 是 等 莽 数 列 的 等 差 划 分 的 充 要 条 件 ， 三 阶 等 差 数 列 可 用 
其 通 项 公式 来 刻画 : 一 个 数 鹿 是 三 阶 等 差 数 询 ， 当 且 仅 当 其 道 
项 公式 上 1) 是 站 的 三 次 多 项 式 。 因 此 上 面 的 充 要 条 件 应 当 加 
在 fn) 的 系数 上 ， 基 结论 可 叙述 为 :" 忆 给 三 阶 等 差 数 刻 
{fin)i: 
fn)= M+tBrittnt+l) (CAO), 

则 ; (#2) 为 等 差 数 列 的 等 差 划分 ， 当 和 且 仅 当 下 面 的 两 条 间 时 
成 证: 

五 和 有 BA 是 大 半 -] 的 有 理 数 ; 

i GA2B* -9ABC +27A2D=0., 
由 此 可 知 ， 在 全 体 三 阶 等 差 数列 中 ， 只 有 一 部 分 是 等 差 数列 的 
等 差 划 分 。 从 理论 的 完整 性 来 状 虚 ， 我 们 自然 要 问 ， 曙 一 部 分 
三 阶 等 莽 数 列 ， 即 不 成 为 等 差 数列 的 等 差 划 分 的 二 阶 等 差 数 
列 ， 与 等 差 数 列 的 等 差 划 分 有 什么 关系 ? 回答 了 这 个 问题 ， 就 
得 到 了 全 部 三 阶 等 差 数 列 的 -个 完整 的 刻画 。 

这 个 结果 ， 实 际 上 可 以 总 结 为 下 面 的 三 条 结论 : 

1) 当 电 为 太 于 一 1 的 有 理 数 时 ， 

若 避 =0， 则 ! f{n)| 是 等 差 数 列 的 等 差 划 分 ; 

若 G 关 0, 则 | f(n) 1 是 等 差 数 到 的 等 差 划 分 与 非 零 常数 列 
GA27A? 1 的 和 ， 

2) 当下 为 不 大 于 一 1 的 有 理 数 时 ， 若 不 计数 列 的 前 若干 
项 ， 则 
| 当 忆 =0 时 ,| f(rn)| 从 菜 项 开始 以 后 的 部 分 是 等 益 数 列 
的 等 差 划 分 ，; 

当 GZ0 时 ，}f(n)| 从 某 项 开始 以 后 的 部 分 是 等 差 数列 
的 等 差 则 分 与 非 零 常数 到 1G /2747| 的 和 . 

3) 当 开 为 无 理 数 时 ，! /tn) | 为 等 差 数列 的 等 差 划分 与 一 
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二 和 阶 等 差 数 说 的 和 ，。 
这 三 条 结 论 深刻 地 揭示 了 全 体 三 阶 等 次数 列 组 成 的 集合 的 
结构 ， 故 可 以 称 为 "于 阶 等 芒 数 列 的 结构 定理 "。 上 其 内 容 可 以 很 


清晰 地 概括 在 下 表 之 中 . 
关于 三 阶 等 差 数列 的 结构 定理 


~ | 加 ! YT ; 

\“、 了 杏 五 力 大 于 | 五 为 不 大 于 ~ | 

~ | 村 无 埋 数 

GG 的 有 再 数 的 有 理 数 。 ! 施 

下 为 等 差 数 列 | 划 大 下 的 前 若干 项 从 

和 -0 | 的 等 点 划 # ! 上 的 数列 是 等 昔 数 列 | 
全 人 全 入 下 为 等 基数 列 
FF 的 等 着 划分 与 

1 让 为 等 基数 列 | 划 支 下 的 前 若干 项 ， 一 阶 等 益 数 避 

| 的 等 莒 划分 与 | 余下 的 数 训 是 等 差 数 的 和 

非 索 党 数列 1 : 列 的 等 莽 划 分 与 非 鹤 ， 

2734- ! 的 和 常数 到 :G27.42 :的 和 


GA 


F=]7 ni: F(a)= An + By + Cr+D, 
H= BA.G=2B -94BCT2742D ， 


$4.2 数学 解 题 中 的 构造 思想 


构造 思想 在 数学 中 占有 十 分 重要 的 地 位 ， 在 上 他 中 我 们 已 
对 此 进行 了 多 方面 的 分 析 ， 同 们 地 ， 构 造 思 想 在 数学 解 题 中 亦 
有 着 十 分 重要 的 作用 ， 这 是 本 节 我 们 所 要 讨论 的 问题 . 

构造 思想 在 数学 解 古 中 的 作用 主要 表现 在 两 个 方面 ， 其 
一 ， 许 多 数学 问题 本 身 具 有 构造 性 的 要 求 、 或 者 可 以 通过 构造 
而 直接 得 解 ; 其 二 ， 许 多 问题 ， 如 果 通 过 构造 相应 的 数学 对 象 
(如 了 映射、 函数 、 数 列 、 图 形 、 命 题 等 等 ) 作 为 错 助 工具 ， 则 疝 
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题 容 易 获 得 解决 . 
一 、 用 构造 方法 解数 学 问题 

1. 构造 性 问题 

这 类 问题 的 日 标 ， 就 是 要 求 构 造 适合 某 些 条 件 的 数学 对 
象 . 所 以 这 类 问题 的 米 解 就 是 将 要 求 的 对 象 直接 构造 出 来 ， 然 
后 证 明 它 合乎 要 求 的 条 件 ， 

例 1 求 作 集 侣 4 ，A,，…， 4 ， 合 其 中 的 尾 意 上 个 集 
合 的 交 不 空 ， 任 意 (+ 上 ) 个 集合 的 交 是 空 集 ， 并 使 并 集 A = 
A; 中 所 含 的 元 素 最 少 ， 

解 : 设 N=|11.2,.…,wi. NN 中 的 上 个 相 蜡 元素 的 无 序 组 
tava ray) 称 为 N 的 一 个 上 元 组 侣 . N 的 全 体 上 元 组 合 
{共有 (* 个 } 组 成 集合 A: 


A= iia ma) ia EN,i=1,2,.,k:! 中 
对 此 个 1 (LS 去 n)， 令 4 是 YY 的 含 数 ; 的 全 体 上 元 组 合 组 
成 的 集合 : 

A;= (a a EAITE(la. ar)! 加 | 


则 4 ， 及 ,， Uy, 应， 即 为 所 求 ， 
事实 上 ， 是 然 4= 台 A,， 具 对 任意 的 1 Cr 


二 A = i472 | 到.，; 而 对 任意 的 1<ri< 
1， 因为 每 个 上 元 组 合 不 可 能 同时 舍 有 {十 
1 ) 个 由 异 元 素 Fs Fas i Fe Ferts 故人 站 A, = ， 又 若 集 
合 4 ， 及 ;，…， 太 ,也 具有 所 训 求 的 性 质 ， 即 

DD AY ，…， 入 ,中 任意 上 个 的 交 不 空 ; 

ii) 4 …， 有 A 中 任意 (+1) 个 的 交 为 空 集 ， 

. 
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则 对 于 AL ， 闪 (x 一 ] 个 集 全 及，… A 中 和 企 取 {大 一 1 ) 个 
与 A 的 交 不 空 。 于 此 交 中 职 定 一 元 ， 可 得 Ay 的 (个 元 ， 
由 说， 这 些 元 素 下 不 相 回 ， 几 同样 的 方法 可 在 每 个 Ai (i=2, 
中 取得 (人心 汪 全 不同 的 元 ， 故 我 们 -- 共 得 到 2081 个 
元 ， 这 些 郊 素 中 当然 可 能 有 些 会 重复 出 更， 但 由 i， 每 个 元 
素 重 复出 现 的 次 数 不 会 超过 飞 次， 因而 其 中 相 异 的 元 素 不 会 
少 于 ng 1 亿 二 (4 个 ， 天 知 

A 中 的 元 素 个 数 之 (Y ， 
. 综 上 述 ; 我 们 所 构造 的 4 ，…，4, 满足 问题 的 要 求 ， 

例 2 由 0 和 1 组 成 的 有 序 组 作 元 案 所 构成 的 集合 称 为 基 
本 集 ， 如 果 任 何 一 个 由 0 和 1 组 成 的 元 穷 序 列 中 都 存在 由 若干 
相 邻 项 组 成 的 有 序 组 属于 这 个 集合 ， 求 作 由 51 个 合 8 个 数字 
(0 或 1 ) 的 有 序 组 攀 成 的 基本 集 . 

解 ， 作 集合 

A= lavaab (i=1,,32) .00 =1,..,16)|, 
其 中 a1 ==00000000，as=111111(1, aa=01010101; 
Bi 王 1008B;:，B; 为 由 5 个 数字 (0 或 1 ) 级 成 的 有 序 组 ; 
Gj 三 1101r;，x; 为 由 4 个 数 宇 (0 或 1 3 组 成 的 有 序 组， 
则 A 合 有 3+32+16=51 个 元 素 ， 且 每 个 元 素 都 是 由 8 个 数 
字 (0 或 1 ) 组 成 的 有 序 组 、 下 面 证 明 A 是 基本 集 . 

设 x 《x17T2,… x，…) 是 由 0，1 组 成 的 无 穷 序 列 ， 则 
有 以 下 三 种 可 能 情形 : . 

1) x 从 某 处 开始 全 为 0: 这 时 二 中 含有 .zi 作为 其 一 段 ; 

2) x 从 某 处 开始 全 为 1: 这 时 > 中 含有 a 作为 其 一 段 ; 

3) x 中 含有 无 穷 多 个 0 及 无 穷 多 个 1， 这 时 ， 我 们 取 定 某 
个 二 1， 叉 分 下 列 三 种 情形 ; 

130 


让 在心 后 有 相 邻 西 项 均 为 0【 即 有 ”00”)， 取 mr 后 的 第 
一 个 “00”"， 则 x 中 含有 某 1008, 作为 其 一段 ; 
证 在 xi 后 无 "00"， 但 有 和 相 分 两 项 均 为 1， 取 这 个 “11 "后 
的 第 一 个 0， 则 x 中 含有 某 1101 7 为 其 : - 段 ; 
iiy 在 x, 后 既 无 *00", 亦 无 "11"， 因 而 x 中 含有 a 作为 
综 上 述 ，A 为 基本 集 ， 
| 构造 法 也 可 用 于 解答 计数 问题 ; 把 计数 的 对 象 全 部 构造 出 
来 ， 则 其 个 数 不 难 求 出 . 
例 3 如 果 -- 个 多 项 式 的 所 有 系数 均等 于 0，1, 2 或 3， 
则 称 为 容许 的 . 设 n 是 自然 数 ， 求 满足 条 件 P(2) = n 的 容许 
多 项 式 P(zr) 的 个 数 . | 
解 : 如 果 我 们 先 探求 容许 多 项 式 的 一 般 表 达 式 ， 就 能 构造 
出 满足 P(2)= nn 的 金 体 容许 多 项 式 ， 而 这 样 的 多 项 式 的 个 数 
也 就 可 以 求 得 了 ， 
首先 我 们 注意 到 ; 0，1，2，3 可 以 用 惟一 的 方式 写成 a 
+25 的 形式 ， 其 中 a ， 电 的 值 为 0 或 1 ,于 是 mx 次 容许 多 项 
式 的 一 般 表 达 式 为 
Pr = (a +2b)r. 中 
于 一 电 
(ai、 二 一 0 或 1，r 一 0，1， mn) 
这 时 ,条件 P{2)= nn 成 为 ; 
Sa +25)x2 = Da X22D pb x2 = 
= = 了 二 由 
外 
(Cai, 二 0 或 1, i1=0, 1, ,…， | 


mr 


车 令 4A = Da x 21,B = bx 2 ， 则 四 可 写 为 
i 


i=0 
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及 +2B=x， 二 
现在 不 难 构造 满足 条 件 Pt2)= 的 容许 多 项 式 : 取 自 然 数 


六 、BB 满 足 合 ,将 六 ，B 写成 2 进 制 表 示 的 形式 : A-Y 


r= 


x2i.8B= Mp x 2 (a, 六 -0 或 1 i=0,， 1，…， 汉 )， 则 
Pr) =: Da +20) 7 MP(2) = 、 轩 为 及 祷 0， 由 人 吕 得 (所 
8B 所 | 笛 ]， 故 A， B 的 取 法 有 [党 +1 种 ， 因而 使 P(2Y = 


的 容许 多 项 式 有 | | +1 个 . 

几何 中 的 作 陋 问题 也 是 一 类 构造 性 的 问题 ， 这 类 问题 的 一 
般 提 法 是 ; 给 定 若干 书 骨 元 素 ( 线 段 、 角 、 定 点 等 等 )， 要 求 有 
限 次 地 使 用 无 刻度 的 直 尽 和 圆规 作出 合乎 某 种 条 件 的 周 形 ， 


ad 及 Ai 一 43，xai= 4 。 OD 
下 为 平面 上 的 一 个 已 知 点 ， 坛 从 下 出 发 在 平面 上 引 三 条 线段 
FF|、FF;，、FF;， 使 其 长 度 分 别 为 

FF=a, “ 全 


而 线段 的 另外 三 个 端点 组 成 等 边 三 贡 形 Fi FF . 

解 ， 我 们 给 出 两 种 构造 的 方法 

构造 T 设 全 414:43 的 内 角 为 4 ，4:，43， 由 Alt 
六 2 十 六 ;二 180”"， 可 得 


{A1- 60°) + (A 60)+(As 6)=0， [ey 
不 妨 设 4 六 由 :之 4 ， 则 
4 一 60" 全 0，43 一 6600 . 起 


在 平面 上 沿 顺 时 针 方向 作 二 FFPF3 = 有 Al 一 60"， 使 
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了 FF 一 2 
再 以 FF; 为 边 作 了 F3FFI = A; 一 60"” ( 当 A4; 一 克 这 0 时 ， 
FiFFi 溢 硕 时 针 方 向 ， 寥 则 洛 递 时针 方向 ) 。 使 

FEI=u1, ”© 
这 时 ， 由 国 可 若 才 让 FF = 4 一 60" 且 沿 道 时 针 方 向 ,在 
和 FE 中 ， 碎 会 表 此 二 角形 的 面积 ， 则 由 余弦 定理 得 

PF atat—2araacost A — 60°) 


=a3+tad— ZulcosAcosb0 + sinA 1sin60’ ) 


= 3+a3— 1 “2403c05Al 23. 方 aaaasinhl 


=a3+as— Tadtai- wi) -2y3A 
= 六 (ai+ ad+ a3-4V3 人 A) 人 
阿 理 可 得 
FiFI= FE= 二 (ai+ at+a3-4V3A). ® 


1 
故人 FiF2F3 是 边 长 为 | 了 (3?+ 妈 + ~4Y3 人 ) | 的 等 边 三 
角形 、 构 造 完毕 . 

在 构造 I 中 ， 当 入 AAA 为 等 边 三 角形 时 ，4; = 4A; = 
43=60， 这 时 下 1，F2，Fas 重合 为 一 点 ， 因 而 入 Fi FF 退 
化 为 " 零 三 角 撕 "， 

构造 上 由 人 +A:+A=180" 可 知 


(41+60)F042+60)+(A3+ 的 )-360". 
在 平面 上 沿 道 时 针 方向 作 
LFF3= Ate0, AFFF= As+60°, 0 


使 FF;=a;，FF;=al， 则 由 兮 可 知 
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个 和 
A 和 
A AN 
A A 
Fl 一 四 
阅 + 了 
FFF,= Ar60"， -三 


在 心 FFF; 中 ， 由 余弦 定理 得 
FF 20 3cos( A t 60°) 
ce 了 oos6f0”- | 


o -人 .2axuacoshi +2 7 a203sinAi 
dy a?) +2Y3 人 
= attadtalt4y3 人 A) 也 
间 样 可 得 
FR=PF= atarat4/3A). 8 


于 是 AFIF,F3 是 壕 长 为 | 六 Lo asa3 i463e)] 的 等 按 
三 角形 ， 
2. 构造 法 是 证 明 存在 性 的 直接 方法 

关于 用 构造 方法 解决 数学 中 的 存在 性 问题 ， 上 上 节 中 已 作 过 
讨论 ， 在 数学 解 题 中 亦 有 许多 涉及 存在 性 的 问题 ， 这 些 剖 题 当 
然 也 可 以 用 直接 构造 的 方法 来 解答 

例 1 求证 : 非 质数 亦 非 两 质数 之 和 的 自然 效 有 无 穷 
多 个 . 
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证 其 : pa 
这 样 的 效 育 无 穷 雾 个 个 均 大 于 3 且 含 有 附 数 3， 故 都 不 是 
质数 . 内 四 抽 人 大 让 的 各 让 网 而 30 三 + 二 奇数 ， 故 不 
会 是 着 个 奇 质 数 之 和 。 惟一 的 偶 质 数 是 2， 但 

(30 + 35) -2= (Dm + 1) DD 
不 是 质数 . 故 30m 15 亦 不 会 是 2 与 一 个 有 质数 之 和 。 于 是 我 
们 构造 了 了 无穷 包 个 自然 数 ， 它 们 都 不 是 寺 数 且 非 两 质数 之 和 . 

注 “我们 构造 了 无 穷 多 个 非 两 质数 之 和 的 合 数 ， 但 我 们 没 
有 (也 和 不必) 构造 出 全 部 这 样 的 数 ， 例 如 57 不 是 30m +5 型 的 
数 ， 但 57 也 是 非 两 质数 之 和 的 合 数 ， 窜 易 春 出 ， 上 述 问 题 竺 
价 于 命题 “ 差 为 2 的 合 数 对 有 无 穷 多 对 "”， 而 此 命题 或 立 的 一 
充分 条 件 是 “对 任意 的 自然 数 靖 ， 存 在 相 邻 的 ”个 自然 数 ， 它 
们 都 是 合 数 "， 后 者 亦 可 用 构造 法 证 明 ， 因 为 

{nt It2,. ntl a (n+ t+ (n+1) (oy 
怡 是 相 邻 的 个 合 数 ， 

例 2 ( 格 点 与 有 理 格 点 ) 

在 平面 上 引信 直 角 坐 标 系 以 后 ， 坐 标 为 整 歼 的 点 称 为 格 
点 。 在 数学 的 许多 分 支 中 ， 格 点 起 着 十 分 重要 的 作用 . 在 19 
世纪 时 ， 几 何 数论 的 黄 基 人 闵 可 去 斯 基 曾 利用 格 点 给 出 关于 整 
数 的 许多 优美 的 性 质 . 

1957 年 ， 史 泰 因 豪 斯 提出 了 关于 平面 格 点 的 一 个 问题 ， 
谢 尔 品 斯 基 给 出 耳 这 个 问题 的 解答 ， 所 提 的 问题 是 “是否 对 任 
意 自然 数 n， 都 存在 -个 贺 C,、C, 中 众 有 半 不 烙 点 ,” 

问题 的 答案 是 肯定 的 ， 谢 尔 品 斯 基 用 构造 法 证 明了 这 _-- 
结论 ， 

为 了 证 明 对 任意 自然 数 n 存在 俗 舍 ” 个 格 点 的 阅 心 ， 只 
襄 在 平 而 上 找 出 一 点 P，P 到 所 有 平面 格 点 的 距离 均 不 和 等 ， 
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济 水 品 斯 基 构 造 了 这 样 的 … 点 ， 它 就 吕 Pf 3). 我 们 证 
明 P{， 伍 j 到 所 有 平面 格 点 的 路 琐 均 不 视 等 

设 a0a,p) 玫 (ee 是 厢 个 不 同 的 格 点 ， 其 中 心 ， 由，e， 
好 为 束 数 Ha 兰 e，b 尖 dd 中 全 少 有 一 个 成 羡 ， 癌 PA = PB， 
旭 有 


则 有 有 

tp $0+4d=2vita -0). - 区 
但 上 ,0 可 均 为 整数 ， 故 名 的 左边 为 有 再 数 ， 因 而 右边 亦 
然 ， 于 是 必 有 

22fe ce}=0 ,ae., 他) 
代 大 心得 

Pd $b-d) 0. 中 
由 于 w=c， 哉 5 天 4 ， 册 全 得 

b+d= 和 . 加 


但 凶 是 不 可 能 的 ， 因 为 5，z 是 整数 ， 于 是 我 们 证 明了 对 
平面 内 任何 两 个 格 点 的 路 离 均 不 相等 ， 

现 设 ”为 任意 自然 数 ， 取 正方 形 Qapvr,， 其 顶点 为 At - 
(ntl),— Catl), Be+l) -n+1)), Cn+1), (nt 
有 PIC-ta+l ,x+1))， 则 Q 的 边界 及 内 部 有 (2n 上 1 


>n 个 格 点 且 己 [7 ， 3#)EQ . 由 于 PP 到 这 些 格 点 的 距离 均 


不 相等 ， 将 其 按 天 小 排列 为 
< mi 站 全 他) 
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到 
为 半径 的 辕 ， 则 ,中 恰 合 训 个 格 点 . 
忠和 泰国 蒙 斯 所 提 的 存 壮 忻 问 题 由 谢 尔 品 斯 基 的 精巧 的 构造 
而 得 到 肯定 的 答案 . 拓 科 因 伯 榈 很 砍 党 谢 尔 品 斯 其 的 构造 ， 他 
把 谷 标 为 有 理 数 的 点 称 为 “有 惠 格 点 "”， 进 而 提出 必 平 面 上 到 所 
有 有 奋 格 点 距离 均 不 相等 的 点 组 成 的 点 集 是 什么 ?2” 斯 科恩 们 
烙 研 究 了 这 个 问题 ， 并 且 给 出 了 这 个 点 集 的 一 种 刻画 . 
首先 ， 如 果 点 P(r ,71) 到 有 理 格 点 Atpi,p)、Bt{g1， 
22) 的 略 离 相等 ， 则 有 
(一 
于 是 可 得 
2Cp1 90 2 ps- qi) rs 
[pt pa}- (+o)l=0. 仿 
因为 上， 已 是 不 同 的 两 点 ， 改 pj -~ 中 天 0 与 pz 一 yi 六 0 中 全 
少 有 一 个 成 羡 ， 令 
d= 2 pi- ga 2( pa — ga), 


aa= ~ [Pit pi) - (qi+ od)], 全 
则 点 P 在 直线 
oritazritas=D) 上 . I 


ar， 2，d3 为 有 理 数 ，a1，az 不 全 为 0) 
由 此 得 知 : 如 果 -~… 点 不 在 任何 -- 条 暴 如 人 8 的 直线 上 ， 则 这 点 到 
,所 有 有 理 格 点 的 距离 均 不 相等 ， 这 是 决定 一 点 到 所 有 有 理 格 点 
的 距离 均 不 相等 的 一 个 充分 条 件 。 

其 次 ， 我 们 来 考察 上 述 条 件 的 必要 恬 、 为 证 必 示 性， 只 需 
指 则 ， 对 形 如 辐 的 直线 上 的 每 -- 点 ， 都 存在 -- 对 有 理 格 点 ， 这 
点 到 这 对 有 理 格 点 的 距离 相等 .斯 科恩 伯 格 用 构造 法 证 明了 这 
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- 灶 有 理 插 点 的 存在 性 : 办 为 jl，as 不 拿 为 0， 不妨 设 ul 天 
0 则 MM 一 全、 在 直 级 吕 上 :到 点 入， 五 为 有 再 格 点 : 
a 

{ 


(3 | : 
A{ -+a, a:l. Bl 1、 a], 
| 一 dl 6 


则 易 基 M 是 28 的 中 点 ， 久 过 4、 呈 的 直线 是 
dt .tt 0, 全 


故 知 直线 入 、 各 于 相生 让 ， 因 市 真 线 各 是 线段 AB 的 垂直 平分 
级 ， 中 上 的 每 个 点 都 与 有 埋 格 点 六 ，B 等 此。 必要 性 由 此 
得 证 ， 
3. 递归 构造 是 一 种 能 行 的 构造 方法 

上 面 各 例 四 的 构造 都 是 直 楼 将 对 象 构造 出 来 ， 还 有 -一 类 常 
网 的 构造 方法 是 递归 构造 ， 这 是 -种 能 行 的 构造 方法 . 递归 构 
造 法 的 理论 依据 是 数学 归纳 法 摩 理 ， 如 果 和 去 求 构 造 的 一 类 对 象 
中 含有 自然 数 参 数 nn ， 则 我 们 先 对 4 较 小 时 的 情形 作出 构造 ( 
这 是 直接 构造 )， 然 后 指出 一 种 方法 【和 也 是 直接 构造 的 方法 ， 
故 递 归 构 造 以 直接 构造 为 基础 )， 在 假定 对 参数 x 所 要 求 构造 
的 对 象 已 经 完成 的 基础 上 ， 椅 造 出 对 参数 (> + 1 ) 所 要 求 构造 
的 对 象 ， 玫 是， 根据 数学 归纳 法 原理 ,我 们 对 任意 的 自然 数 
完成 了 所 逢 要 的 构造 ,递归 构造 法 是 -~ 种 由 简 而 繁 ， 以 简 驱 
繁 ， 逐 次 递 进 的 构造 方法 ， 每 一 次 构造 都 以 菌 一 次 已 完成 的 构 
造 为 基础 ， 按 照 一 种 确定 的 模式 进行 ， 

递归 构造 法 广泛 地 应 用 于 各 个 领域 、 备 种 类 型 的 问题 中 ， 
请 看 下 面 的 例子 ， 

例 1 试 将 1，2,…， nn 排 成 一 行 ， 使 其 中 任 两 数 的 算术 
平均 位 不 等 于 排 在 这 两 数 之 间 的 任何 数 ， 

解 : 先 设 上 基 2 的 笑 : n=2”， 当 ww=1 时 , 将 1、2 排 
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列 成 12; 当天 =2 时 ， 将 1，2,， 3,， + 排列 成 1324， 均 是 合 平 
村 求 的 排列 ， 现 设 1，2，…，2” 口 接 要 求 排列 成 


由 全 
则 易 知 

2a1. 2di 7 ans 

2c1— 1, 247—1, ', 24"~1 全 


怡 是 1. 2，…，22，22 + ，…，22% 的 一 个 台 平 要 求 的 排 
烈 ， 故 对 和 任何 2 的 香 2 ， 拘 订 构 造 1，2，…，2” 的 台 平 要 求 
的 排列 ， 对 于 任意 自然 数 7， 存在 自然 数 太 ， 使 2 1< 二 
2”， 我 们 先 将 1，2，…， 22 按 要 求 排 成 - 行 ， 然 后 于 其 中 划 
掉 A+T1， +2，，22， 剩 下 的 序 明 1，2，…， 下 的 合乎 要 
求 的 排列 . 

例 2 证 明 : 对 二 任意 自然 数 a ， 用 数字 1 和 2 可 以 构造 
2"*1 个 2* 位 数 . 使 其 中 的 每 两 个 数 中 至 少 有 2 ! 个 相应 数位 
上 的 数字 不 相同 . 

证 明 : 当 n=1 时 ， 由 个 于 位 数 11，22，12，21 中 每 两 
个 都 至 少 有 ~ 个 相同 数位 土 的 数字 不 相同 ， 现 设 我 们 已 用 1 和 
2 构造 了 2 个 2" 位 数 合 平 题 设 的 要 求 ， 用 4, 记 这 22+1 个 
数组 成 的 集合 ， 

对 每 个 4EA,， 设 表示 将 4 中 的 1 换 成 2，2 换 成 1 后 
所 得 的 数 ，wa 、aa 分 别 表示 & 和 a，a 和 a 连接 而 成 的 
数 ， 令 

AT=|aayae |a€ A,i, 0D 
则 得 知 4,+ 1 中 共有 2" 个 由 数字 1 和 2 组 成 的 2"*1 位 数 ， 每 
两 个 数 中 至 少 有 2" 人 

例 3 求证 对 任意 自然 数 站 ， 关 于 ua， 五 ，c 的 方程 a2+ 

有 = 弛 均 有 正 整 数 解 ， 
t39 


证 明 : 首先 我 们 注意 下 述 事 实 :" 若 邮 为 须 个 不 同 的 自然 
数 的 平声 和 ，N 为 两 个 自然 歼 的 平方 和 和， 则 MN 让 为 两 个 自 
然 数 的 平方 和 "事实 上 . 设 和 MM= 3+ (1) N= 
+ yw 则 

MNY={pr +t ny) tn ne 
一 【rr 一 ny): + (nyt a ), iT) 
此 处 wr 一 Fy wy 一 + 不 能 同时 为 0， 而 则 = 二， 
与 所 没 扩 盾 ， 

其 次 .我 们 用 递 遇 的 方法 对 任意 的 有 构造 方程 的 解 。 当 此 
=1 时 、 命 题 是 平凡 的 ; 当 &=2 时 ， 方 穆 e+ 凡 二 咏 有 正 整 
数 解 (3. 4. 3) 现 设 方程 + 人 姑 = ceY( 1 训 ] ) 有 正 整 数 解 ， 
则 出 前 述 ， 拘 ee 灾 才 两 自 然 数 的 平方 和 ， 即 方程 a 
+ 一 ce" "中 有 正 整数 解 . 苞 友 为 偶数 时 ， 用 圳 归 构 造 法 昼 
可 以 得 出 方程 的 正 整 数 解 。 当 上 为 奇数 时 ,由 于 已 证 启程 a 
+ 二 ce* 有 下 整数 解 (pp，#，)， 故 方程 a2 4 81= 以 有 正 
夫 数 解 (p，g， 下 )。 此 对 任 司 自然 数 上 w+ 局 = 以 恒 有 止 
整数 解 . 

例 4 求证: 对 任意 自然 数 ! 宇 0， 多 项 式 (x 二 1)2111 一 
1 可 以 写成 .r(x 二 1 的 :次 多 项 式 ， 即 有 

(at r= f(r(r+1)), 由 
其 中 站) 为 下 的 上 次 多 项 式 . 

证 明 : 当 上 =0 时 ，(z+l) 一 sl， 大 上 (ge)=1 

当 r=1 时 ，(r+li-a2s=3rfrri)+l， 故 广 (xz)= 
38 十 1. 

设 对 1 之 1， 已 有 人 号 成立 ， 则 由 

Cr 
= Crt (rt +t}tar r+1) +: 


1 相 


{Crt a 1), 
及 

CrtlPt .rat itl, 
7 吕 知 

frita)}= {24+ | HF 1), 
于 是 对 任意 日 然 数 关 20. 六 (oa 可 由 

fa) Qt ft) tp. 1(H (rl1), 

fn = 1,./{n)=3n+1, 
递归 地 构造 ， 

4. 构造 方法 、 策 略 、 算 法 

有 10 箱 肥 皂 。 其 中 9 箱 中 的 肥 忆 每 块 重 100 克 ， 介 有 一 
箱 是 次 品 ， 每 块 重 99 克 . 单 看 外 表 ， 不 能 将 次 品 辨 认 出 来 ， 
但 是 可 用 秤 称 。 请 你 设计 -各 方法， 用 秤 称 一 次 缉 找 出 哪 箱 
次 品 ， 

这 个 问题 的 困难 在 于 只 许 用 秤 称 -…- 次 ， 这 宝贵 的 -- 次 必须 
慎 用 ， 用 秤 之 前 必 有 所 考虑 . 我 们 可 采用 下 面 的 方法 : 先 将 10 
箱 肥皂 用 1，2，…, 9，10 编号 ， 然后 从 编号 为 7 的 箱 中 取出 
i 块 恶意 (=1，2，…，9，40)， 共 得 55 块 肥皂 ， 若 每 箱 都 不 
是 次 品 ， 则 不 用 秤 也 知道 55 块 肥 扔 的 总 重 景 是 5500 克 ， 因 为 
有 次 品 ， 故 总 重量 不 足 5500 克 ， 用 秤 一 次 称 出 55 块 肥皂 的 总 
重量 为 >， 则 (5500- > ) 就 是 那 箱 次 章 肥 所 的 编号 ， 于 是 次 品 
找 出 ， 

本 题 也 是 一 种 构造 、 但 不 是 构造 具体 的 对 象 . 而 是 构造 一 
种 方法 ， 数 学 解 题 中 我 们 也 经 常 过 到 需要 构造 方法 、 策 略 、 算 
法 的 情况 . 

例 1 设 有 三 堆 棋 子 ， 一 次 “操作 "是 指 从 某 两 堆 棋 子 中 各 
取出 一 枚 棋子 放 入 另 一 堆 ， 求证; 经 过 有 限 次 操作 可 将 3 堆 棋 
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了 并 为 1 堆 的 充 要 条 件 是 ，3 堆 中 有 2 堆 棋 了 的 数目 对 模 3 
问 余 ， 

证 明 ， 必 要 性 ， 

设 3 堆 中 各 推 所 含 撕 子 的 数 自 分 别 为 .r+，y，z。 从 第 1， 
第 2 堆 中 备 取 -- 科 棋子 放 人 第 3 堆 后 ， 各 堆 棋 子 的 数 自 变 成 
4 

-Tl vw"t. :=a+2, 
荔 知 
ry =) ry 
zr =z+t2)- (rr-1)-(<-.r)+3, 
y=(y-1)-(z+2)=(y—-2}~-3. 
故 进 行 -一 次 操作 后 ， 各 堆 棋 让 的 数目 之 差 或 保持 不 变 ， 或 增 减 
3， 但 在 操作 过 程 中 各 堆 棋 子 的 数 日 对 于 模 3 的 同 余 关系 保持 
不 变 . 

闭经 过 有 限 次 操作 后 3 堆 棋 子 并 为 1 堆 ， 即 3 堆 中 有 两 堆 
棋子 的 数目 为 0。 它们 对 寞 3 同 休 ， 故 开始 时 的 3 堆 棋子 中 必 
有 两 堆 棋子 的 数目 对 模 3 问 余 . 

充分 性 . 

设 3 堆 模子 中 所 会 模子 的 数 日 各 为 Y，y，z， 且 不 妨 设 
xy=3 。 我 们 构造 性 地 指出 将 了 谁 械 子 经 有 限 次 操作 并 为 
1 堆 的 具体 方法 ， 从 而 得 证 充分 性 ， 

首先 ， 从 两 礁 棋子 中 各 了 权 -- 枚 并 人 另 -- 堆 ， 这 是 -次 操 
作 ， 将 同样 的 操作 重复 若干 次 ， 则 我 们 允许" 从 两 堆 构 子 中 备 
取 相 同 数 目的 棋子 并 人 人 另 一 堆 ”. 

” 其次， 如 果 我 们 先 从 第 ] 、 第 2 堆 棋子 中 各 取 一 枚 并 人 第 
3 堆 ， 再 从 第 1、 第 3 堆 棋 子 中 各 取 一 枚 并 入 第 2 堆 ， 则 在 此 
过 程 中 松子 数目 的 变化 为 
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(TY 2) 一 一 
(Cr—2, y+1, <+1) 

故 两 次 操作 的 结果 相当 于 "从 1 堆 树 子 中 取出 两 要 分 给 男 两 玲 
各 -- 朴 "; 将 此 过 程 重复 若干 次 ， 则 我 们 允许 "人 队 某 堆 棋 子 中 取 
出 偶数 枚 棋子 ， 平分 给 另 两 堆 ”， 

由 于 一 y= 和 于 ， 芍 7 二 w+ 3k .我们 先 从 第 1 堆 棋 子 中 
取出 2& 校 平分 给 第 2、 第 3 堆 备 卡 校 ， 则 各 堆 械 子 的 数目 

{一 2，yy 二 上 二 十 下) 

但 x 一 y= 三 3 到 ， 吉 一 2 上 = y+ 不 汪 s， 肥 第 1、 第 2 堆 中 棋子 
的 数目 均等 于 *; 然后 我 们 从 第 I、 第 2 堆 中 各 有 取 ; 检 棋 子 并 
人 第 3 谁 ， 风 第 1、 第 2 堆 消 和 失 ， 只 剩 下 第 3 堆 ， 即 所 有 机 子 
并 为 1 堆 ， 

数学 中 有 一 类 博 守 问 题 ， 这 类 问题 的 目标 就 是 构造 取胜 的 
策略 . 例如， 在 边 长 为 2n 的 棋盘 的 左上 名 的 一 格 中 置 -- 校 棋 
子 ， 里 、 乙 钢 人 对 弈 ， 轮 流 移动 棋子 ， 每 次 可 将 模子 移 人 相 邻 
〈 即 有 -条 公共 边 ;? 的 方 格 中 ， 但 不 能 物色 棋子 曾经 到 过 的 方 
格 ， 谁 如 果 面 临 无 法 走 子 的 情况 (棋子 所 在 方 格 的 相 邻 方 格 都 
是 棋子 曾经 到 过 的 方 格 ) 则 告 失 仇 .车 四 先 示 ， 则 可 以 设 计 一 
种 策略 使 甲 必 然 取 胜 . 事实 上 .因为 棋盘 的 边 长 是 偶数 ， 故 让 
总 可 以 默默 地 将 棋盘 划分 为 … 些 1x2 的 小 长 方形 ， 甲 走 过 一 
步 户 ， 棋 子 已 占 满 一 个 长 方形 ， 故 乙 必 将 模子 移入 -个 新 的 
(有 即 柑 子 坟 兽 进 入 的 ) 长 方形 中 ， 而 申 可 将 棋子 移 人 人 倒 --- 长 方形 
的 男 一 格 . 这 样 , 乙 每 次 事 必 将 权 疗 移 人 新 的 长 方形 ， 而 甲 则 
将 其 移入 此 长 方形 的 另 -…- 格 . 故 甲 永远 有 地 方 可 走 ， 坟 而 林 会 
失 骸 ， 但 柑 盘 有 限 . 放 乙 必 几 而 牛 胜 . 

例 2 桌 上 有 三 堆 火 柴 , 甲 、 乙 对弈， 两 人 轮流 取 火 柴 ， 
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们 每 次 只 能 从 一 境 中 最 走 若 十 很 火柴 { 也 可 以 取 和 下: 堆 )。， 最 后 
科 下 的 火柴 归 堆 所 有 ， 论 加 获 胜 - 问 是 否 能 够 构造 一 种 策略 使 
用 上 必 有 岩 ? 
解 : 设 三 堆 火 柴 中 火柴 的 数 自分 别 吓 x. y，x， 将 此 一 
数 均 用 .…- 进 制 表 泌 ， 并 将 这 三 个 二 进 制 数 从 右 向 左 各 数位 对 齐 
排 成 二 行 (左边 的 数位 不 是 时 汀 用 0 填补 ). 这 样 排 定 后 ， 每 列 
(如 三 数 的 相同 数位 ) 都 有 三 个 数字 "0 "或 *1". 我 们 称 这 三 个 
数组 成 的 数组 是 "正则 "的 ， 如 果 排 定 以 后 每 列 中 前 含有 偶数 个 
(人 0 个 或 2 个)"*1”， 
我 们 注意 下 面 的 事实 : 苦 将 * 从 -- 堆 火柴 中 到 和 若干 根 或 
获 唯 火柴" 称 为 一 次 哥 作 ， 则 
1) 对 正则 数组 进行 一 次 操作 ， 必 得 非 正则 数组 . 这 是 内 
为 进行 一 次 操作 后 ， 必 定 有 - 行 的 一 个 数字 发 生变 化 ， 因 和 而 这 
个 数字 所 在 的 列 中 ”1I "增加 或 减少 ] 个 ， 即 数组 的 正则 性 被 
破坏 ; 
2) 对 非 正则 数组 进行 … 次 适当 的 操作 ， 必 可 将 其 化 为 正 
则 数组 , 例如 ， 对 非 正则 数组 
6 5 4 3 2 1 
1 0 0 ff 0 上 
0 1 1 0 0 1 
00 1 0 0 0 


我 们 将 各 列 从 右 至 左 编 号 ， 则 此 数组 的 第 3、5、6 列 均 弄 含 1 
个 "1 若 将 第 1 数 中 第 6、 第 3 列 的 "1 "去 挤 ， 喇 将 第 5 列 的 
“0 " 宰 成 1"， 则 数组 将 化 为 正则 数组 , 这 各 过 从 第 1 数 中 减 去 
100100 — 10000 — 10100 
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即 可 实现 .. - 般 情 形 可 仿 此 证 明之 

假设 甲 先 操作 ， 如 黑 开 始 时 三 堆 火 柴 的 数 旨 组 成 非 正 约 数 
组 ， 则 四 进行 适当 的 操作 将 其 化 为 正则 数组 ， 这 时 乙 不 论 怎 样 
操作 ， 者 会 将 数组 变 成 非 目 则 数组 ， 轮 到 甲 时 ， 又 将 其 化 为 正 
则 数组 ， 如 此 下 去 ， 乙 .永远 不 会 得 到 正则 数组 ， 故 他 不 会 取 走 
最 后 剩 下 的 火柴 (因为 (0.0，0 ) 是 正则 数组 ), 所 以 乙 不 胜 而 
甲 获胜 ， 

综 上 所 述 ， 当 开始 时 三 礁 火 此 中 火柴 的 数 日 组 成 非 正则 数 
组 ， 则 先 走 的 人 有 必 胜 策 略 ， 
5. 用 构造 思想 解 一 类 极 值 问题 

企 数 学 解 晤 中 常常 会 届 到 这 样 一 类 极 值 问题 ， 其 中 所 涉及 
的 其 的 取 值 是 离散 的 (例如 ， 琅 全 为 身 然 数 )， 并 且 量 与 景 之 间 
并 无 明确 的 冰 数 关系 ， 而 要 求 的 极 伪 往 往 旦 变量 的 临界 值 { 变 
晤 处 在 净 界 值 的 一 制 时 基 种 性 质 具备 或 某 种 要 求 可 以 实现 ， 处 
在 男 一 仙 时 则 否 , 临界 值 即 分 界 点 )， 这 时 ， 我 们 所 熟悉 的 一 
些 求 极 值 的 常规 方法 无 法 施展 . 所 以 可 考 虚 用 构造 思想 来 解决 
问题 ， 

用 构造 思想 解 这 类 极 值 问题 有 两 种 可 行 的 方法 ， 今 以 求 概 


大 值 为 倒 说 明之 ， 
其 -， 肌 构造 的 方法 确定 临 漠 值 的 界 . 然后 进行 理论 
证 明 ， 


我 们 先 构 造 ~ 全 具体 的 例子 说 明 变 显  -: 人 
能 满足 ， 因 只 交 办 和 值 ( 即 能 使 茶 件 满 趾 的 最 大 值 ) 必 小 十 或 等 
;车 能 证 明 当 zs& -1 时 条 件 确 能 满足， 则 所 求 的 最 他 
玉 一 | . 
其 二 ， 彼 定 条 件 成 立 或 要 求 已 经 实现 ， 几 估计 的 方法 确定 
<， 然后 构造 其 体 的 鲍 子 说 曲 = -= 大玉 能 保证 条 任 成 立 ， 则 
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临界 值 ! 极 大 和 其) 为 去- 

求 松 小 值 的 方法 与 此 类 似 ， 详 见 下 商 的 例 1. 例 2. 有 了 时， 
估计 所 得 的 界 不 可 以 达到 ， 故 不 是 临界 值 . 故 需 通 过 放 缩 ， 适 
当 凋 鉴 ， 抑 例 3 . 


例 1 在 100x25 的 长 方 找 表格 中 每 一 格 填 人 一 个 非 贷 实 
数 。 第 i 行 第 j 列 中 填 人 的 数 为 (i=1,， 2, …，100; j=1. 
2，…. 2 六 (如 表 1). 然 三 将 肯 1 每 列 中 的 数 接 由 大 到 小 的 次 
序 从 上 到 下 重新 排列 为 
rl 注 on (i=1， 2， 机 25 儿 上 如 表 之 ) 。 
去 1 - 


i | Ta “ 机 1 LT 
求 最 小 的 日 然 数 上 二 ， 使 得 只 要 表 | 中 填 和 的 数 满 足 

Dey 过 1 (= 2100) ， 则 当 7 时， 在 表 2 中 
就 能 保证 


Be 
人 - 
1 
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成 立 ， 
解 : 大 的 最 小 值 为 97 . 
属 ， 4tj7 一 1) + 1 
{1) 取 = 1 {j=1, 2, ., 25) 
1 计 ， 其余 的 


这 时 SS， ,= 7r24% 7 =1,. (1, 2 100) 


满足 题 设 条 件 ， 重 排 后 和 有 


0 ). 

这 时 S ty = 25 x 

故 k 的 最 小 全 7 . 

(2) 首先 证 明 ; 表 1 中 必 有 有 一行 ( 没 为 第 1 行 ) 的 所 有 数 

ke ds 
必 在 重 排 后 所 得 表 2 的 前 97 行 中 者 出现 ， 

事实 上 ， 和 若 目 述 结论 不 成 立 ， 则 表 工 的 许 一 行 中 至 少 有 - 
个 数 不 在 玫 2 的 前 和 行 中 出 现 ， 即 表 2 的 前 57 行 中 至 多 共有 有 
表 二 中 100x24=24 旭 个 数 ， 这 与 表 2 的 前 97 行 共有 2353xY97 
2425 个 数 和 不 首 ， 

共 次 , 由 重 排 要 求知 表 2 中 鲜 列 的 数 从 上 到 下 是 由 太 到 小 
排列 的 、 故 当 zs:97 村 1 2，…，23). 

故 当 , 闻 97 时 


>1. (E76) 


DE 


—. ee: 一 i 
综合 (1 ) (2 } 知 此 的 最 小 全 为 97 . 
倒 2 有 4000 纺 某 ， 用 g00，001,，…，99Y8，999 编号 ， 
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有 100 个 于 箱 ， 用 00，01，…， 晤 ,中 绑 导 . 一 张 票 允 许 放 

大柴 个 音箱 ， 如 果 从 标的 编写 的 三 个 数字 中 划 去 某 个 数字 之 
站 ， 删 的 光 个 玫 字 恰 吓 这 个 东 箱 的 红 导 。 问 用 此 法 将 所 有 的 
蔓 全 部 上 装 大 时 箱 ， 最少 电动 用 狠 少 个 线条 ? 

解 : 首先 ， 我 们 估计 要 动用 的 聚 籍 的 数 日 的 下 界 . 因为 编 
写 为 "D007 的 荣 划 去 织 号 中 的 任 一 个 数字 后 铀 下 的 两 个 数 只 能 
是 "0”， 国 市 这 张 媒 电能 放大 编 号 为 们 的 可 箱 。 即 编号 为 00 
的 票 箱 必 定 不 空 。 问题， 编号 为 由，22.，…，99 的 票 箱 也 不 
2， 证 六 人 = 人 1，…， 9 ) 是 编号 以 上 开头 的 不 室 的 昌 箱 的 
元 匡 ， 则 产 冯 1， 服 

re =minir, OQ; =.r, 
设 以 各 开头 的 > {=r ) 个 不 空 的 票 箱 的 编导 为 

上 ， 直 2， 由， 
名 当 C049 和 fi 周 ， 编号 为 志 的 票 闪 
能 放大 以 pe 编号 的 可 箱 内 , 由 于 pp、 和 10.- ) 个 不 同 的 
值 . 故 这 样 的 票 有 ({H - r 张 ， 它 前 吉 出 了 (10- 7 个 票 
箱 ,和 四 外 由 所 设 ， 纺 旦 以 7， 于 类 的 不 空 的 票 
秆 务 不 少 于 个， 故 又 得 到 .1 个 不 空 的 菇 箱 ， 下 是 不 空 的 村 
箱 的 数目 不 泡 于 (0 一 4 六 + 个， 萄 知 (10- .e+ 的 要 小 
值 为 530， 点 不 室 ( ( 邮 马 动 川 ) 的 如 第 不 少 于 引 0 个. 

其 次 ,我 们 基体 构 造 :种 方法 ， 用 50 个 要 箱 装 下 尘 部 

1000 张 树 ， 从 而 证 明 卜 界 S4 是 可 以 过 到 的 ， 为 此 ,将 0，1， 
9 等] 人 0 个 数字 等 分 为 两 组 (例如 0-4 为 组，5 一 9 为 巡 
组 )， 编 号 中 的 两 个 数字 启 于 同一 组 的 荣 箱 组 成 的 集合 为 

4， 册 遇 关系 全 包含 和 个 坚 箱 . 答 炉 这 上 有 王 个 数字 ， 而 

所 有 的 数字 只 分 为 两 组 ， 放出 抽 角 原则 三 个 数字 中 必 有 商 个 

数字 属于 同一 组 , 保留 这 两 个 数字 而 肛 去 轩 一 个 数 宁 ， 则 此 区 
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装 人 集合 为 4 中 的 -个 亚 箱 ， 寺 十 30 个 蔓 稍 可 按 规 则 装 下 
jo00 张 芋 。 
综 上 述 ， 按 规则 装 下 L000 张 烷 ， 最 少 要 用 50 个 票 和 
有 了 时， 合计 所 得 的 界 并 不 是 可 以 达 大 浏 的， 还 需要 通过 放 
缩 ， 和 天 当 测 整 。 如 下 役所 壤 ， 
例 3 坐标 平面 上 的 直 笋 你 为 正规 的 、 车 此 直线 与 坐标 轴 
和 
， 最 多 能 存在 几 条 正规 直线 ? 
解 : 设 通 过 平面 上 某 扣 个 点 有 十 某 正 规 赴 线 . 用 六 1 过; 
所 6 ) 表 示 通 过 第 ;点 的 正规 直线 的 数 日 : 用 mm; (1 所 j 扩 上) 
表示 第 7 条 正规 直线 上 的 已 给 点 的 数目 , 令 $=j1+ 2 二 ++ 
ne， 则 5S 是 通过 各 已 给 点 的 正规 直线 的 总 数 ， 并 县 当 第 /条 
正规 直线 上 有 i 个 已 给 点 时 ， 此 直线 在 S 中 重复 计算 防 ， 
次 ， 因而 亦 有 号 一 wei 二 A++、… 以 
Ri Rt tt 
但 过 一 点 的 正规 直线 最 多 4 条， 故 
Hy， 
导 各 茉 小 珊 直 线 舍 少 通过 其 个 已 给 点 、 喜 
Ht 
于 是 有 228 守 24， 面 得 &s12 
但 大 关 12， 否 则 
tt tt ns 24, 
而 Dp 


故 可 得 
WI 4 
上 故 每 条 直线 惟 过 两 个 已 给 点 ， 而 每 个 已 给 点 愉 有 4 条 正规 直线 
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作 一 个 站 形 ， 基 边 此 行 十 价 标 轴 ， 而 革 包 会 了 5 个 已 给 点 
于 其 中 平行 移动 答 形 的 各 过 使 他 们 恰 通 过 6 个 已 给 点 中 的 至 
业 … 上 点， 得 到 一 个 新 的 赴 形 ， 此 算 形 的 边 为 通过 忆 纵 点 的 正规 
直线 . 故人 每 过 上 恰 有 两 个 已 给 点 ， 这 些 点 小 能 部 在 各 边 的 内 
部 ， 否 则 内 2x4=8 之 5， 将 至 少 有 8 个 己 给 点 ,与 给 定 5 个 
扎 相 节 拓 .所 以 此 有 此 征 形 的 -个 项 点 为 已 给 点 中 的 一 个 ， 设 
为 上 ， 过 恰 有 二 条 正规 直线 、 其 中 有 疝 笨 重合 于 和 矩 彤 的 一 组 
邻 违 ， 条 穿 过 拓 撒 的 内 部 ， 另 -一 条 则 在 和 矩形 的 外 部 ， 其 上 亦 
应 怡 含有 两 个 已 给 点 ， 但 这 不 可 能 ， 因 为 及 有 的 已 给 点 都 包 合 
作 第 形 之 中 . 

我 们 已 还 得 k 和 过 11: 图 4 了 -8 中 我 们 构造 了 6 个 点 及 通过 
这 些 点 的 11 条 正规 丰 线 ， 故 连接 平 而 上 6 个 点 的 直线 中 ， 最 
多 可 存在 1E 条目 规 直 线 . 


图 了 -各 
二 ， 在 解 题 这 程 中 构造 辅助 工具 


有 些 数 党 问题 本 身 首 不 与 构造 性 的 ,相亲 解 是 的 过 程 中 、 
根据 问题 的 要 求 和 性 质 恰 当地 构造 辅助 工具 ， 入 全 有 助 于 问题 
的 解决 。 

1, 构造 图 形 

在 小 学 算术 中 ， 图 4 -9 用 来 说 明 乘 法 分 配水 : 在 初中 代 

数 中 ， 图 4 一 40 用 来 说 明 两 数 和 的 平方 公式 .我 们 已 经 非常 习 
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惯 利用 网 彤 来 帮助 理解 数学 中 的 概念 定理 、 法则、 公式 ， 构 
造 锣 形 作为 辅助 工具 ， 也 是 在 数学 解 题 中 经 常 采用 的 一 种 
方法 ， 


a b 


E a 二 Ed 
€ or 1 be | 
， | 1 本 
| | b 山 b: 


athe=actbe {atbp= 2+20b + 


图 4 一 9 图 4-10 
构造 疼 形 可 以 作为 数学 解 题 的 一 种 方法 ， 是 基于 图 形 具有 
下 面 两 个 方面 的 特性 : 
第 一 ， 图 形 是 一 种 几何 结构 ， 它 可 以 将 量 的 关系 非常 直观 
地 显示 出 来 ， 甚 至 超越 了 椎 理 、 论 证 ， 而 将 一 切 都 凝聚 于 一 
图 ,使 人 人 -* 目 了 热 ， 
简 如 ， 辕 4 一 11 表示 求 自然 数列 前 n 项 和 的 公式 


i 1 3 sm 1 一 | n 
7 "| 
站 * 
A ) 
的 2 
1 
图 4 一 12 


1+2++n= 让 n(n+1)， 
推理 已 离 了 图 中 . 图 4 一 12 表示 公式 
1 二 2 十 人 二 
于 是 推出 自然 数列 前 x 项 和 为 : 
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1+2+*+{n—-1)+n 2 


车 记 Si(n) = Dk S3(n) = Dk, 
则 关系 式 Sx3(n) = C8, (x2))? 可 山 图 4 13 表示 : 
(1+2 二 十 天 入 


={+2(1+2+1)+ 
31+2+3+2+1)+'"+ 
n[l+2+-…+ (no-1)+ 
2 + 一 I++2+1] 

=1+2x2+3xX3+ + 

= 13+23+33 十 + 图 4 一 13 

第 二 图 形 本 身上 共有 量 的 性 质 ， 线 有 长 度 ， 商 有 面积 ， 体 
有 体积 因此， 构造 图 形 可 以 将 一 般 的 抽象 的 盘 ， 转 化 成 比较 
具体 的 几何 量 ， 从 几何 量 的 关系 中 反映 出 抽象 的 量 的 关系 ， 并 
且 利 用 图 形 的 划分 、 拼 接 ， 表 示 量 的 运算 、 相 等 、 不 等 种 种 
关系 . 

勾 股 定理 是 初等 几何 中 最 重要 的 定理 ， 其 公式 好 + 六 = 
c* 可 解释 为 : 直角 三 角形 立 于 斜 边 上 的 正方 形 的 面积 等 于 立 
于 两 真 角 边 上 的 正方 形 的 面积 之 和 ,因此 ， 利 用 面积 证 明 邹 股 
定理 就 是 一 种 十 分 自然 的 证 法 ， 当 年 欧 几 里 得 在 4 几何 原本 》 
中 就 是 通过 作 图 4 一 14 中 的 辅助 线 利用 而 积 关系 证 明 勾 股 定 理 
的 ,在 他 之 后 人 们 又 设计 了 利用 面积 法 证 明 勾 股 定理 的 种 种 方 
案 ， 图 4 一 15 就 是 一 个 这 样 的 方案 ， 读 者 不 妨 一 试 ， 

证 明 两 个 图 形 面 积 相 等， 还 有 次 种 有 趣 的 方法 : 训 分 和 拼 
补 ， 如 果 两 个 多 边 形 可 以 分 别 剂 分 为 一 些 村 应 全 等 的 多 边 形 ， 
则 称 它 们 "前 分 相等 ”;， 如 果 两 个 多 边 形 分 别 拼 上 一 些 对 应 全 等 
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图 4 一 14 图 4 一 15 
的 多 边 形变 成 两 个 全 等 的 多 边 形 ， 则 称 它们 “ 拼 补 相等 ”， 
显然 “前 分 相等 "成 * 神 补 相 等 "的 两 个 声 边 形 画 积 相等 . 下 


图 +4-16 利用 " 剖 分 相等 "证 色 股 定理 

面 的 图 4- 16 和 图 4-17， 就 是 利用 前 分 相等 和 拼 补 相等 证 明 
名 股 定理 的 ， 

下 面 介 绍 用 构造 图 形 证 明 算术 一 几何 平均 值 的 方法 图 4 
一 18 利 用 面积 的 不 等 关系 ,其 直观 涵义 几乎 用 木 着 说 明 ;图 4 
一 19 利用 线段 的 不 等 美 系 ， 该 图 所 售 的 三 负 形 是 直角 三 角形 ， 
v ab 乃 根据 定理 “直角 三 角形 斜 边 上 的 高 是 耸 足 分 锋 边 所 成 
的 两 线段 的 比例 中 项 " 求 得 。 在 这 两 个 图 形 中 还 容易 得 到 算术 
一 儿 和 何平 均值 中 等 导 成 立 的 条 件 是 a=， 
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图 4-18 
利用 构造 名 形 的 方法 解 题 ， 有 时 比 用 
其 他 的 方法 更 加 直观 、 简 楼 、 明 了 ， 而 生 人 
不 失 严 并 性 ， 因 此 常常 是 一 种 美的 享受 ,// Nv 号 
令 人 回味 无 穷 ! 有 一 道 流传 其 广 的 习题 如 pb 
下 ;" 它 知 图 中 的 ABCD，DCEF, FEGH 


都 大 正方 形 ,， 求证 C1+A2+ A3=90” 图 4 1 


(图 4- 20)?， 这 道 题 可 用 几何 、 三 角 、 复 数 、 向 量 等 许多 方法 
证 明 ， 但 朴 平 都 不 及 图 4 一 20 所 示 的 "无 宇 的 证 明 " 优 美 ! 


图 4…20 
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2， 构造 函数 
函数 表示 的 是 一 般 的 量 的 鞠 系 ， 一 个 函数 是 许多 具体 的 呈 
的 关系 的 概括 ， 例 如 2+3， 半 十 十 ，0.2+0.3，VI+，…， 
可 以 概括 为 x +y . 在 一 些 数学 问题 中 ,我 们 直到 -~- 些 具体 的 
其 ,这些 量 具有 相同 的 或 类 似 的 结构 ， 如 果 我 们 构造 一 个 函数 
来 概 揪 和 反 幢 这 些 量 或 鞍 的 关系 ， 往 往 会 有 助 于 问题 的 解决 ， 
例 1 已 知 
fa —30+5a=1, 
[83-3 +58=5. 
求 a+B. 
解 : 注意 到 两 个 已 知 等 式 的 左边 具有 相同 的 结构 ， 故 可 引 
人 辅助 函数 
f(x) = 一 SS， _ 
进而 化 成 x)=(x 一 1 六 +2(z -1}+3,， 
胃 引 人 谢 数 
gH)= +2, 
则 f(r) gtr) 之 间 有 关系 
g(r-1)=f(r) -3. 
易 见 g(w) 是 单调 上 升 的 奇 包 数 ， 而 题 中 的 条 件 变 成 
g(a-D)=/(a)-3= -2, 
a(B-1)=/(8) -3=2. 
由 有 人 az 的 性 质 知 wa-1，8-1 在 + 轴 上 关于 原点 对 称 ， 故 有 
ta“1}+(8—1)=0, 
由 此 得 a + 8=2，、 
例 2 设 rray…vrw 为 正 数 , 求 
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这 时 1s 


我 们 证 明 


若 不 然 ， 


故 有 
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min max 
i [+t 


ZT2，"…，x 的 值 是 多 少 ? 


了 证 了 四 
工 + 1 1+ axl 十 > li 十 二 
2 1- 汪 | (k=1, 2 ) 
Th™ en 1 1， 二 ，<2， ， 
* 2% 
d=1- 十 ， 
2 
| 2 2 ! | 
PY ITT ti 2 


一 


则 存在 XL， “ey Ts 使 


/| 
Dr = | 


"ey a 上 十 XT + 


i<d, 


引 人 辅 助 阔 数 g(r) = (a>0, rE[0, +o0]), 则 由 


g(r)=1- 一， 
可 知 gt.x) 在 [0， + eco】 上 为 增 疼 数 ， 于 是 由 
zx 了 1 


+ 1+x1 
得 x 之， 因而 又 有 
x 2 地 
Ee 十 工 | yr 及 TD， 


艳 有 2 . 一 般 地 ， 若 有 人 ri rl CT 则 由 


i i 
1+ rl tat ta tritetr) tx, 


UT tt 
可 得 x) << 志 ,于 是 及 <x (j=1、2…，a), 而 
1= Dr < nl 
产生 矛盾 而 得 所 欲 证 . 
3. 构造 辅助 元 素 

在 平面 几何 中 我 们 已 经 有 了 作 辅 助 线 的 经 验 . 通过 和 作 辅 助 
线 (平行 线 、 垂 线 、 连 线 、 图 等 等 }， 可 氛 将 问题 中 的 已 知 条 件 
联系 起 来 ， 拥 互 贯 通 ， 从 而 使 各 条 件 及 人 条 件 与 结论 之 间 的 关系 
显现 出 来 将 作 辅 助 线 的 思想 推广 到 处 理 一 般 的 数学 问题 ， 就 
产生 了 构造 加 助 元 素 的 解 题 方法 . 

例 1 (关于 排列 的 道 序 总 数 ) 

设 (al， 43， 一， )》 是 (1，2，…，2) 的 一 个 排列 ， 若 
i< 于 而 必 >oi《 即 一 对 数 中 较 大 的 数 排 在 较 小 的 数 的 左 进 )、 
则 称 a;，aj 在 此 排列 中 构成 一 个 逆序 ， 一 个 排列 中 包含 的 道 
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序 的 数 日 称 为 这 个 排列 的 赣 序 数 ， 显 然 排列 《1，2，…，P) 
的 着 序数 为 0， 而 在 排列 (n,n 一 1,…,2,1) 中 ,2 排 在 1 
的 左边 , 故 (2，1) 构成 一 个 道 序 ，3 排 在 2 和 1 的 左边 ， 故 
(3，2)， (3，1) 构成 两 个 序 ，-…，w 排 在 (nn 一 1)，…， 
2，Ll 的 左边 ， 苓 (x ,nn 一 1), {n,n 一 2), (mn 2), (tn, 
1 ) 梅 成 (x 一 了 个 递 序 ， 于 是 排列 的 道 序数 为 
172+.+(n-1)= 广 n(n 一 1). 
试 求 出 全 体 4 元 排列 ( 共 5! 个 ) 的 逆序 数 的 总 和 (逆序 总 数 ). 
逐一 求 出 每 个 ”元 排列 的 道 序数 然后 求 和 ， 显 然 不 是 求 
逆序 总 数 的 可 行 的 方法 ， 我 们 对 每 个 排列 〈elr，ez，…， 
au)， 考 虑 用 辅助 元 (ce ，a _1，…，a42，g41】 去 考察 wj ， 比 
a; 小 的 数 共有 4a; 一 1 个， 这 些 数 或 者 在 taj，a2，…，a,) 中 
排 在 a; 的 左边 ,或 者 在 ta， a 1， …，d3，a1 ) 中 排 在 a; 
的 左边 ， 故 a; 在 这 两 个 排列 中 与 比 a; 小 的 数 所 构成 的 递 序 共 
有 ui 一 1 个， 这 样 ， 我 们 就 求 出 这 两 个 排列 的 逆序 数 的 和 为 


D(a; -1)= Sa; 一 天 二 Dntn +1)}-—n 
i=1 了 二 


由 于 an1 个 排列 可 配 成 孝 (z 4) 对 ， 每 对 的 逆序 数 之 和 都 等 于 
了 na-D， 故道 序 总 数 为 二 7 fr 一 TU7T)。 
例 2 在 圆周 上 沿 道 时 针 方 向 排列 着 个 数 a,， dz '"!, 
ar ， 一 次 操作 是 指 ， 将 相 邻 的 三 个 数 + 、w，< 分 别 用 了 + y， 
-~y，yY+ 民 蔡 ， 如 果 开 始 时 图 疝 上 排列 的 数 依 次 是 1，2， 
一 1 ， 一 2 一 9， 0、 问 能 软 通 过 有 腿 次 操 
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作 ， 使 图 周 上 的 数 的 排列 依次 是 10，9，…，2，1，、- 10， 
-9 和 ，-2，-1. 
解 : 设 豆 周 上 所 排列 的 数 依 次 是 ef，2a2，…，ar， 且 


Se = 0, 又 令 gil =al，w1s 一 az， 等 察 序列 ql，a2， 
…，as，au11， tu12， 对 圆周 上 相 部 三 数 的 操作 ， 就 是 对 这 
个 序列 的 相 邻 三 项 的 相同 的 操作 . 


引进 辅助 序列 15;1， 
bi = Da, = atat.+a, 


(i=1, 2, ,+2) 
A 是 序列 {ai， U2 0 dn ntls an+2) 的 部 分 和 序列 ， 


由 于 > a = 0 均 +1 == 684， 12= 62， 我们 将 81，5，， 
并 =】 


， 也 座 道 时 针 方 向 依次 排 在 一 个 圆周 上 ， 
设 a=z，airt=3yat=xs (ti 和 pa) 是 序列 | 
ti! 

的 相信 的 三 项 ， 记 d = aj, 则 易 知 

bi=d+r, Bisad+rrty, 

bira=dt+rtyt+r, 
车 对 a;，aj+1，di;+2 施 行 一 次 操作 ， 即 用 x y， 一 y,， y+ 
分 别 代 替 x，y，x， 则 相应 地 Db，by+1， 由 ,+s 变 为 

dtrty, d+xr, d+rtytz. 
因而 我 们 看 到 : 在 贺 周 上 对 相 邹 三 数 a;，a; ,|，a; ;进行 一 次 
操作 ， 相 当 于 在 圆 局 上 将 相 邻 的 两 项 6, ，56; 1 交换 次 序 ; 反 
之 ,变换 5,， 包 ;1 的 次 序 相当 于 对 a;，aj;1，a;+2 施 行 一 次 
操作 
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当 原 序列 为 11，2，…,， 9，10，- 1， 一 2，…， 一 9， 
一 10 1! 时 ， 写 在 圆周 上 的 辅助 序列 { 凤 原 序列 的 部 分 和 序列 ) 
是 i111, 3, 6, 10. 15, 21,，28，36，45，55，54，52，49， 
45，40，34，27，19，10，0: ， 要 在 图 夯 上 通过 对 由 邻 三 数 的 
有 限 次 操作 将 原 序 列 化 为 ;10. 9，…，2， 1，- 10，- 9， 

，“2. 一 1!， 相 当 于 要 通过 相仿 两 项 的 玄 换 将 写 在 国 周 上 的 
部 分 和 序列 化 为 新 的 部 分 和 序列 110，19. 27，34，40，45， 
49, 52, 54, 55, 45, 36, 28, 21, 15, 10, 6, 3, |, 0! . 
由 于 两 个 序列 所 会 的 项 完全 相同 ， 因 而 这 是 本 以 实现 的 ， 这 说 
明 通 过 问题 中 所 规定 的 操作 实现 问题 所 要 求 的 目的 是 可 能 的 。 
4,， 构造 辅助 命题 

我 们 常常 遇 到 这 样 的 情形 ， 为 了 证 明 一 条 定理 ， 需 要 证 明 
车 于 引 理 作为 先导 .在 数学 解 题 中 也 是 这 样 : 为 了 证 明 一 个 结 
论 ， 我 们 常 在 更 广阔 的 背景 下 考察 这 个 结论 引进 一 些 具有 一 
般 性 的 辅助 命题 ， 作 为 证 明 所 需 结 论 的 依据 . 

例 1 求证 ; 在 任意 200 个 整数 中 必 能 找 出 100 个 数 ， 使 
它们 的 和 是 100 的 倍数 ， 

证 明 : 用 户 表示 命题 :“ 从 {24 一 1 ) 个 整数 中 恒 可 取出 上 
个 数 ， 使 其 和 为 的 倍数 ." 

i P22， 即 “ 从 三 个 数 中 报 可 以 取出 现 数 ,使 其 和 是 侦 
数 ". 事实 上 ， 和 任意 三 数 中 必 有 两 数 同 奇偶 性 ， 而 同 奇偶 的 两 
数 之 和 必 为 偶数 . 

.i Ps， 即 “从 9 个 数 中 恒 可 耿 出 5 个 数 ， 使 其 和 是 5 的 
倍数 "， 

设 9 个 数 被 5 除 的 余数 为 

0 ， 
首先 , 若 x; (i=1，…,9) 中 有 五 个 数 相同 。 则 结论 成 
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立 ; 车 (1=1，…，9) 中 法 任 全 三 个 数 祖 同 ， 则 其 中 必 同 
有 时 全 有 0，1，2，3，4， 它 们 对 应 的 五 数 之 各 是 5 的 倍数 ， 则 
结论 亦 成 立 ， 

其 次 ， 设 疡 (=1，…， 9 ) 中 怡 有 3 个 或 怡 有 4 个 相同 的 
数 ， 设 它们 都 等 于 r . 

二 若 >=0， 则 在 其 余 的 六 《至少 有 五 个 数 ) 中 的 五 个 ， 记 1 
之 为 下，m ，r3 ， /4 ， 15s， 考察 和 ， 

站 Yi 二 二 
tr tr tr t+rs, 
如 果 其 中 有 有 一 个 和 数 是 5 的 信和 数 ( 它 必 太 是 六 因为 ri Ar 
=0)， 故 原 数 组 中 所 对 应 的 和 是 5 的 倍数 ;如 果 这 些 和 都 不 是 
5 的 倍数 ， 则 其 中 必 有 两 个 和 对 模 5 同 余 【它们 必 不 是 相 邻 的 
两 个 和 ， 否 则 其 差 即 某 个 x =0=x) .这 两 个 和 数 之 差 《 也 
是 若干 ” 之 和 》 是 5 的 倍数 ， 故 它 在 原 数 组 中 对 应 的 和 是 5 
的 倍数 ， 这 样 在 原 数 组 中 总 有 若干 个 数 〈 至 少 两 个 、 至 多 五 
个 )， 它 们 不 是 5 的 倍数 ,但 其 和 是 5 的 倍数 ， 又 对 应 于 -=0 
的 数 (至少 3 个 ) 是 5 的 倍数 ， 故 原 数 组 中 必 可 取出 五 个 数 ， 
其 和 是 5 的 倍数 . 

2 车 r 了 0， 则 于 康 数 组 中 的 9 个 数 都 各 加 上 5- r+， 出 得 
到 的 新 数组 中 恰 有 3 个 勤 恰 有 4 个 x;=0， 由 1"， 新 数组 中 有 
了 个 数 之 和 是 5 的 倍数 ， 将 此 5 数 还 原 ， 即 各 数 均 减 去 于 - r， 
因而 和 减少 5(5~ x)， 所 剩 即 原 数组 中 相应 的 六 数 之 和 是 5 的 
倍数 ， 

综 上 所 述 ，Ps 成 立 ， 

证 ) 今 证 明 辅 助 命题 ;“ 若 已 ， 己 ,成立 ， 则 已 亦 成 立 "， 

设 有 (2km -1 ) 个 数 ， 因 书 . 成 立 ， 故 可 于 其 中 取出 sm 个 
数 ， 其 和 Si 是 的 倍数 ; 在 剩 下 的 数 中 取出 mw 个 数 ， 其 和 
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S; 是 如 的 倍数 ， 这 个 手续 呆 进 行 {2 一 1) 次 、 因 为 

(DR12 71) -En= -120. 
由 于 号 ， 2 2 1 个 整数 ， 由 户 成 立 ， 可 在 其 
中 取 下 个 数 ， 其 和 是 的 倍数 ， 即 序数 组 中 存 rx 个 数 ， 其 
和 是 &w 的 倍数 ， 

iv) 因为 100=2x2x5x5， 由 门 , 让，P1，P; 成 立 ， 反 
复 应 用 iii)， 可知 P; .32，P;. ;4s， 了 yy .3.5 多 成 立 ， Bh Pl 
成 立 ， 因 而 在 2x100 一 1=199 个 数 中 可 取出 100 个 数 ， 其 和 
是 100 的 倍数 ， 问 题 由 此 得 证 ， 

5. 构造 模型 

梅 造 模型 作为 辅助 工具 ， 也 是 一 种 常用 的 解 题 方 法 ， 因 为 
模型 具有 下 面 的 一 些 性 质 ， | 

(1) 直观 性 .一 个 数学 问题 总 是 涉及 许多 抽象 的 数学 概念 
和 概念 之 辣 的 关系 ,为 了 理解 概念 和 掌握 它们 之 间 的 关系 ， 我 
们 益 是 用 我 们 比较 熟悉 、 比 较 具 体 的 事物 来 构造 适合 问题 的 模 
型 ， 概 念 及 其 相互 关系 在 模型 中 反映 出 来 、 问 题 便 有 了 真实 、 
生动 的 形象 ,我们 的 想象 和 上 忠 考 有 了 比较 具体 的 对 象 ， 思 维 有 
了 依托 ， 这 就 是 模型 的 真 观 性 ， 

例如 将 mw 个 不 可 将 的 球 放 人 个 可 辩 的 鳃 子 中 ， 我 们 用 
“QO” 代表 球 ， 用 (n +1 ) 条 短 坚 线 “|" 两 两 之 间 的 间 纺 代表 鳄 
子 ,. 则 一 种 放 球 的 方法 可 视 为 mz 个 "OO" 和 (n+1) 条 “|” 的 
一 个 排列 (两 端 必 排 “|”) ， 于 是 容易 得 出 放 球 的 方法 数 为 
Cs 

艾 如 ， 斐 恋 那 契 数 烈 由 递归 关系 

人 (n>0) 
fo= fi=1 
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定义 ,着 令 A= | | 0 | ， 则 
ee [I fe 
41=4=[ = 人 人 
全 [人 
则 由 递归 关系 式 有 
ee 
=| 2 wl 
fr 六 
fear! 万 


故 对 任意 4， 均 有 Ar" = | ”| ， 即 拓 阵 序列 1Ari 中 


各 项 右上 角 元 宗 组 成 斐 波 那 契 数列 ， 这 个 模型 称 为 非 波 那 契 数 
到 的 矩阵 表示 .这 种 表示 使 用 抢 阵 工具 研究 斐 波 那 契 数列 的 性 
质 成 为 可 能 ， 

(2) 可 操作 性 .由 于 模型 的 直观 性 ， 构 造 模 型 的 “材料 "是 
我 们 比较 束 悉 的 具体 的 事物 ， 这 样 就 便于 对 模型 进行 操作 和 变 
换 。 对 模型 的 这 些 操作 和 变换 ， 就 是 间接 地 对 模型 所 反映 的 数 
学 间 题 的 操作 与 变换 . ， 

例如 组 合 数 Cm ,有 下 而 的 几何 
模型 ， 如 图 4 - 21， 将 坐标 平面 分 成 
1x1 的 小 方 格 ， 小 方 梅 的 顶点 的 举 - 
标 为 整数 ， 称 为 平面 格 点 ， 一 质点 从 中 < 
原点 {0,0) 出 发 ， 沿 小 方 格 的 边 向 。 ”图 4-21 
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右 或 向 上 运动 ， 最 后 到 达 格 点 (mwr，#)，0% 4, 即 表示 质点 按 
这 种 方式 运动 ， 从 (0, 0 ) 到 (wz，n ) 的 所 有 可 能 的 路 径 的 数 
目 . 这 个 模型 对 于 涉及 组 合 数 的 许多 问题 非常 有 用 ， 许 多 有 趣 
的 组 合 忆 等 式 可 以 通过 对 模型 的 分 析 、 变 换 而 轻易 地 得 到 : 

1.《 杨 辉 恒等式 ) 

Ce 

栋 据 上 面 的 模型 ， 等 式 的 左 疯 是 从 {0,， 0 ) 到 (mn，n) 的 
路 径 数 ;等 号 二 端的 第 一 项 表示 从 (0，0 ) 到 { m -1，r ) 的 路 
径 数 ， 第 二 项 为 从 (0, 0 ) 到 (ym ，n 一 1 ) 的 路 径 数 ， 因 {wi 一 
1 RR)、tm， 一 卫 ) 是 从 (0 0) 到 {mm ，# ) 的 必 经 的 点 ， 故 
从 (6 0) 到 {xm ，n ) 的 路 色 数 等 于 分 别 到 (wz - 1，n ) 和 (om， 
一 1 ) 的 路 径 之 和 ,因而 等 式 成 立 ， 

2. Csrtl= Orrt Crh -1+t Cat t+. 

此 式 易 从 杨 和 信 等 式 而 得 出 ,但 根 ?1 
据 模型 观察 则 更 加 直观 ， 等 式 左 端 表示 
从 (0， 0) 到 (4 +1,， rr ) 的 路 徐 的 数 
自 ， -如 图 了- 22,， 用 直线 + = 7 截 这 些 
路 径 ， 坦 线 与 路 径 答 直 相 交 的 交点 可 
为 (n, 0), (a, 1), %, (n, r), 图 4 2 
故 可 根据 交点 的 不 同 而 将 路 径 分 为 (r + 工 ) 类 ， 与 直线 在 点 
《n ，i } 牌 焉 相交 的 族 径 的 数目 为 Ci=0，1，…，r)， 其 
和 即 丰 边 各 项 之 和 ， 亦 表示 从 人 0， 0 ) 到 (n +1，7r ) 的 路 径 的 
总 数 ， 

前 画 给 出 了 右 波 那 契 数列 的 第 降 表 示 , ,所 以 拭 隆 可 以 成 为 
研究 斐 波 那 契 数 列 的 工具 ， 寺 交 波导 各 数列 的 许 几 性 质 可 由 和 
阵 的 运算 而 得 到 . 

例如 ， 利用 矩阵 表示 很 容易 证 明 下 列 等 式 
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DD fot fitet f= pal; 

i f= ft 

特别 地 所 11 = 记 11++ 访 . 

ii i 一 = 《1)*， 由 此 可 知 相 邻 的 斐 波 那加 
数 王 质 . | 

事实 上 , 当 A=[ 0 时, (1-A) '=-A， 故 

IT+At+A" =(1- A(T AIIT+At.+A") 

= (-4) (I-A*'l) =A"':—A. 

比较 上 式 两 边 和 矩阵 右上 第 的 元 素 、 即 得 让 - 

由 4"=AxA" *， 运用 矩阵 乘法 将 右 方 之 积 求 出 ， 然 后 
比较 两 边 和 矩阵 的 右上 角 的 元 素 ， 即 得 站)， 
1 1 


由 于 A 的 行列 式 | A|=|， 外 = -1 
故 14"|=《 4)= (-1)"， 

Pri 户 
县 二 A nr 3 = -1 ", 
1 fa 万 -1 1 | 了 4 ) 


《3) 概括 性 . 一 个 好 的 模型 ， 不 仅 适 用 于 某 个 具体 的 问 
题 ， 而 且 适 用 于 形式 相近 、 住 质 相同 的 一 类 或 凡 类 不 同 的 问 
题 。 也 就 是 说 ， 好 的 模型 概括 地 反映 了 一 类 数学 问题 的 共同 的 
本 质 ， 因 而 可 以 有 广泛 的 应 用 . 

矩阵 可 以 作为 模型 表示 斐 波 那 契 数列 ， 它 也 可 以 用 来 表示 
一 般 的 线性 递归 数列 .事实 上 ， 在 线性 递归 数列 的 研究 中 ， 扰 
阵 早已 成 为 一 种 有 旋 而 且 有 效 的 工具 ， 

前 面 用 “QO" 和 "|” 的 排列 解决 放 球 问题 的 模型 ,也 可 以 用 
来 讨论 方程 
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的 非 杀 整 数 解 的 数 虽 。 因 为 求 这 个 方程 的 非 负 整数 解 ,相当 于 
将 排 成 一 行 的 wr 个 “OO” 用 ty 一 1 ) 条 "| 分 开 ， 左 起 第 一 条 “|" 
的 左边 、 相 邻 的 两 条 “| 之 问 、 最 者 的 一 条 *| "的 右边 共 ” 个 
间隔 ， 短 个 间隔 中 所 合 “O 〇 "的 个 数 依次 作 x ，x2，…，x, 的 
值 ， 即 得 到 方程 的 ~- 组 非 负 整数 解 。 二 是 方程 的 非 负 整数 解 坪 
避 个 "OQ" (a 一 41) 条 |" 的 排列 相对 应 ， 解 的 数目 等 于 排列 
数 Cw ,，|， 如 果 我 们 要 求 这 个 方程 的 正 整数 解 的 数目 ， 则 仍 
然 可 以 用 这 个 模型 ， 但 每 两 条 "|" 中 间 必 有 " 〇 m”， 亦 即 每 商 个 
“OD" 中 至 多 只 许 插 人 一 条 “|”, 故 正 整数 解 的 组 数 即 排列 数 为 
[和 

下 面 再 举 一 个 构造 模型 求解 的 典型 例子 

例 1 (选举 问题 ) 

在 一 次 选举 中 有 甲 、 乙 两 名 候选 人 人， 选举 结果 ， 甲 得 六 
票 , 乙 得 nn 票 ，mr 之 n 。 著 在 唱 票 统计 票数 的 过 程 中 甲 的 票 
数 总 是 领先 于 之 ， 问 这 样 的 唱 票 过 程 有 款 少 种 可 能 情况 ? 

解 : 我 们 用 一 动 点 的 运动 素 记 4y tm 
录 唱 票 过 程 。 开 始 时 ， 设 动 点 处 于 
坐标 原点 ， 若 在 唱 票 过程 的 某 一 时 
刻 动 点 处 于 点 (rz，y)， 这 时 ， 著 甲 
增加 一 票 ， 则 动 点 移 到 点 (r +1，y 
+1); 车 乙 增 加- 票 ， 则 移 至 (fr + 
1,y 一 1)。 容易 知道 ， 某 一 时 刻 动 点 
所 在 位 置 (点 ) 的 纵 坐 标 ， 表 示 这 一 
时 刻 甲 与 乙 所 获得 的 票数 的 差 ， 襟 坐标 表示 开 出 的 票 的 总 数 。 
而 整个 的 唱 徊 过程， 即 用 连接 原点 和 点 (Cn + 六，pr 一 记 ) 的 一 
条 平面 折线 表示 ， 在 唱 票 的 过 程 中 甲 恒 领 先 于 乙 ， 即 指 动 点 在 
运动 的 中 途 不 与 x 轴 相遇 
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图 4-23 


有 了 模型 ， 即 便于 宫 作 ， 我 们 知道 ， 从 点 (0, 0 1) 到 点 
Cm 二， 一) 的 财 径 的 总 数 为 C% i!，|1. 但 我 们 要 求 甲 在 
唱 票 过 程 中 领先 ， 故 第 … 村 应 为 甲 得 ， 所 以 路 径 必 过 点 (1， 
1)， 即 我 们 可 以 只 考虑 从 点 (1，1 ) 到 点 (下 十 站， 天 一 元) 的 
路 径 ， 这 样 的 路 径 共 有 (52%3 5 1 条 ， 它 们 可 分 为 两 类 : 第 一 类 
不 与 了 轴 机 通 ， 甚 余 为 另 一 类 . 我 们 要 求 的 怡 是 第 一 类 路 径 
的 数目 ， 它 等 于 路 径 的 总 数 C3%34.1 减 去 从 {1，1 ) 出 发 到 点 
《Ti 下 一 下) 中 途 到 达 或 穿越 了 轴 的 路 从 的 数量 ， 

为 了 求 出 与 x 输 相 交 的 路 径 的 数目 ， 我 们 对 这 类 路 径 非 
一 个 变换 : 取 一 条 这 样 的 路 径 ， 设 C 是 这 条 路 径 与 x 轴 的 第 
一 个 次 点 ， 将 路 径 上 的 (1，1 ) 到 C 的 一 段 ( 它 在 x 轴 的 上 方 ) 
关于 轴 作 辅 对 称 变换 ， 其 网 象 是 在 x 轴 下 方 从 (1，-- 1 ) 到 
C 的 一 条 折线 这 条 折线 加 上 原 路 径 CC 后 的 一 段 ， 合 成 连接 
(1， 一 1 ) 与 (p+n，1 一 2) 的 一 条 折线 ; 反之 ,等 一 条 连接 
(1， 一 1 ) 与 (WW + w，m 一 ) 的 折线 ， 可 还 原 成 从 {1，1 ) 出 
发 到 (p++ ，m 一 万) 中途 与 x 轴 相 表 的 路 径 ， 两 者 之 间 的 对 
应 是 一 一 对 应 ， 故 从 {1 ，]1 ) 出 发 到 (jw +n，m 一 上 ) 而 中 途 与 
+ 轴 相 这 的 路 径 的 数目 ， 等 于 连接 (1， -1}{mt+n, mm 
?2 ) 了 两 点 的 折线 的 数 自 ,后 者 等 干 C*,, -1， 于 是 求 得 从 (0， 
0) 凤 (mw Tn, pn ) 而 中 途 不 与 x 轴 相 轴 的 路 径 的 数目 为 


C1 一 C044-1 一 这 二 C4 +n， 这 也 就 是 原 问题 的 答案 . 
我 们 指出 ， 这 个 模型 也 适用 于 下 面 的 “ 购 票 问题 ": 茶 剧院 
卖 票 的 窗口 前 有 m+ nn 个 人 排队 购 票 ， 其 中 wm 个 人 持 有 10 
元 的 钞票 ，* 个 人 持 有 5 元 的 钞票 ， 票 价 每 张 5 元 ， 在 开始 售 
票 时 ， 售 票 员 手 中 没有 钱 ， 要 使 售票 的 过 程 顺利 进行 而 不 因 找 


零 发 生 困 难 ， 问 排队 的 方式 有 多 少 种 可 能 情况 
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哄 奖 注 章 排 在 前 面 任 一 段 的 顾客 中 持 5 元 钞票 人 便 比 持 
10 元 钞票 的 多 ， 找 零 就 不 会 发 生 困难 ， 则 购 票 问题 与 选举 问 
题 在 本 质 上 属相 同 的 向 题 . 
6. 构造 例 和 反例 
在 数学 中 ， 为 了 深刻 地 认识 概念 或 推进 理论 ,常常 需 要 构 
造 各 种 各 样 的 例子 ， 构造 一 个 例子 以 支持 一 个 结论 或 构造 一 个 
反例 以 否定 -- 个 绪论 ， 优 美的 例子 泵 仅 作 为 理论 的 补充 丰 窗 了 
数 党 肉 容 ， 谭 且 有 许多 著名 的 例子 在 数学 发 展 的 过 积 中 还 起 着 
重要 的 作用 . 
大 们 为 普 不 同 的 目的 而 构造 形形色色 的 例子 . 
为 了 证 明 合乎 某 种 条 件 的 对 锭 的 存在 性 ， 只 要 构造 一 个 这 
种 对 象 ; 为 了 证 明 合乎 某 种 条 件 的 对 象 存在 无 穷 多 个 ， 只 要 列 
举 无 穷 多 个 这 种 对 象 .为 了 证 明 存 在 平面 无 穷 点 集 S， 使 其 中 
任意 3 点 是 一 个 面积 为 有 理 数 的 三 角形 的 项 点， 并 且 任 意 商 点 
的 距离 为 无 理 数 ， 我 们 可 构造 下 面 的 例子 。 
取 平 面 抛物 线 y = x? 上 无 穷 多 个 点 组 成 点 集 S= | 已 上 ， 
P(tk,k )， 开 =1，2，3，…。， 于 是 S 中 任意 两 点 的 距离 为 
PP =V (jit) |i- vr 
任意 3 点 为 顶点 的 三 角形 面积 为 
1 + | 
Sappp,= 上 11 j 产 | 的 绝对 值 
1 kk 3 
显然 PP 为 无 理 数 且 Sapp, 为 有 理 数 . 
为 了 否定 一 个 结论 ， 只 需 举 出 一 个 反例 ， 要 否定 命题 “ 底 
数 和 指数 都 是 无 理 数 的 震 是 无 理 数 "， 由 (VyIJkg9 = 3 立即 可 
得 . 欧 拉 曾 经 想 构造 一 个 多 项 式 f (r+ )， 合 对 任意 的 自然 数 这 ， 
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了 (zr ) 都 是 质数 . 他 构造 了 Fe)= ++37491， 并 且 验 证 了 
=I 2 ，…，1I0000 时 ，fF(x) 都 是 质数 , 但 后 来 发 现 
{72490) 不 是 质数 ， 一 个 反例 否定 了 网 拉 的 想法 ， 

为 了 廊 洁 概念 、 溢 除 成 见 ， 也 常 异 助 于 构造 例子 ， 和 狄 里 赫 
勤 函数 

DD (2 )= 11 "了 为 有 更 数 ; 
: 0， x 为 无 理 数 ， 
说 明 函 数 概念 的 广泛 性 .这 个 概念 的 本 质 在 后 数值 对 应 ， 它 还 
告诉 我 们 ， 示 要 认为 函数 的 图 象 - 定 是 一 条 或 一 段 曲线 ， 也 并 
非 所 有 周期 函数 都 有 最 小 正 周 期 (D(x) 议 任何 非 0 有 理 数 为 
周期 ， 故 无 最 小 正 周期 ). 

.为 了 理解 定理 ， 分 清 条 件 的 必要 性 和 充分 性 ， 也 需要 构造 
正 、 皮 两 个 方面 的 例子 。 例如， 图 4- 24 说 明 两 边 和 其 中 一 边 
所 对 的 角 对 应 相等 时 ， 并 不 能 保证 两 个 三 角形 全 等 ， 又 如 图 4 
-站 中心 ABC 为 等 过 三 角形 ， 民 1 = A2，DE = 4C， 邦 知 
ADPCSADAE ， 朵 而 有 -下 = CC ,于 是 在 四 边 形 ABDE 
中 ,对 边 AB= AC= DE, 对 角 AB=AC= LAE, 但 ABDE 
不 是 平行 四边 形 ，。 这 说 明 一 组 对 边 相 等 、 一 组 对 角 相等 的 西边 
形 ， 不 一 定 是 平行 四 边 形 . 


图 4 一 24 国生 - 25 
”构造 例子 也 常 用 于 信 计 数量 界限 ， 若 我 们 能 够 构造 出 一 类 
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总 体 的 4 个 个 体 ， 则 关于 这 类 总 体 的 计数 ， 其 上 界 必 不 小 于 
a， 其 下 界 必 不 大 于 a . 若 对 某 个 量 X 得 到 合计 式 久 源 a， 叉 
能 够 构造 特殊 情况 作 半 = a， 则 说 明 下 界 4 可 以 达 和 到， 而 所得 
的 估计 不 本 以 改进 ， 

黄 名 数 党 家 所 构造 的 许多 精彩 的 例子 往往 发 天 深 省 ， 它 反 
决 了 概念 的 特殊 属性 和 深刻 的 本 质 ， 把 人 人 们 的 认识 才 向 直观 无 
法 达到 的 深 虚 ,和 歼 曼 阔 数 

10， 为 无 理 数 ，; 
Rlxr =]1 pp _ 
, gg， p: g 为 互 质 自然 数 ， 


当 x 为 无 理 数 时 ， RU ) 连 续 ; 当 为 有 理 数 时 ，R {x ) 不 
连续 ,说 明 函 数 在 连续 点 的 任意 近 傍 有 间断 点 ， 而 在 间断 点 的 
任意 近 傍 有 连续 点 ， 范 德 瓦 尔 登 、 魏 尔 斯 特 拉 斯 分 别 构造 了 连 
续 但 处 处 不 可 导 的 函数 的 例子 ， 消 除了 人 们 以 为 “连续 函 教 除 
个 别 点 外 总 是 处 处 可 导 " 的 误解 . 皮 亚 诺 曲线 可 以 充 塞 一 个 正 
方形 ， 它 告 诚 人 们 原来 曲线 的 定 文 失 之 过 宽 ， 因 而 有 悖 于 党 
惠 ， 这 些 例子 在 数学 中 上 是 光辉 夺目 的 ! 另外 ， 如 发 现 * 正 方 
形 的 边 长 与 对 角 钱 不 可 通 约 "， 是 无 理 数 产生 的 几何 方面 的 原 
国 . 罗素 悖 论 (其 实 也 是 一 个 例子 ) 的 提出 促使 数学 基础 研究 的 
深入 和 三 大 学 派 的 形成 ， 它 们 对 于 推动 数学 的 发 展 产 生 了 很 大 
的 影 太 ， 

例 1 (x 一 阶 点 集 问 题 ) 

平面 上 的 一 个 点 集 ， 每 两 点 之 间 的 蝶 离 都 相等 ， 则 此 点 集 
最 多 含有 3 个 点 ,它们 是 正三 角形 的 三 个 顶点 ; 空间 中 的 一 个 
点 集 ， 每 两 点 之 间 的 距离 都 相等 ， 则 此 点 集 最 多 合 有 4 个 点 ， 
它们 是 正四 面体 的 4 个 硕 点 ， 

一 般 地 ， 我 们 可 以 定义 呈 - 阶 点 集 的 概念 ， 如 果 一 个 点 集 

1 加 


中 每 丙 点 之 间 的 距离 可 以 取 ”种 不 同 的 数值 (这 些 数 值 不 和 预 先 
限定 )， 则 称 之 为 2 - 阶 点 集 ; 合 有 的 点 数 最 大 的 -5 一 阶 点 集 ， 
称 为 极 大 x 一 阶 点 集 ; 若 将 点 集中 的 点 眼 制 在 同一 直线 上 (局 
一 平面 上 或 三 维 空间 中 )， 则 称 为 直线 上 ( 平 画 上 或 空间 中 ) 的 
一 阶 点 集 ， 依 此 定义 ， 平面 上 的 极 大 1 一 阶 点 集合 3 个 点 ， 
空间 中 的 极 大 1 一 阶 点 集 含 4 个 点 ， 

直线 上 的 n 一 阶 点 集 很 简单 :直线 上 的 极 大 ;一 有 阶 点 集合 
Ct] ) 个 点 ， 它们 是 一 条 线段 的 两 个 端点 及 (tn 1 ) 个 等 
分 点 (图 4 一 26 )。 若 以 4 记 直 钱 上 槛 大半 - 阶 点 集中 点 的 数 
目 , 则 有 =n+1， 


一 一 i 1 1 一 上 


如 机 二 .4 4 An-1 人 


图 4~-26 
为 了 天 清楚 平面 上 x 一 阶 点 集 的 结 宰 及 最 大 n 一 阶 点 集 所 
会 点 数 ， 我 们 先 作 一 番 探 求 。 显 然 ， 正 方形 的 4 个 价 点 组 成 一 
个 平面 2 一 阶 点 集 ， 但 不 是 极 太 2 一 阶 点 集 ， 因 为 正 五 边 形 的 “ 
5 个 顶点 也 组 成 2- 阶 点 集 ， 定 以 证 明 : 平面 上 的 极 大 2 一 阶 
点 集 怡 含有 5 个 点 。 若 以 P, 记 平 面 上 极 大 一 阶 点 集中 点 的 
数目 ， 则 有 
Pi=3; P=5$., 
于 是 我 们 猜想 ， 
P=2n+1., 
.每 当 我 们 提出 猜想 ， 我 们 总 希望 证 实 或 否定 .在 作出 一 般 
证 明之 前 ， 通 常 我 位 可 构造 实例 以 支持 猿 想 ， 也 可 以 构造 一 个 
反例 来 否定 猜想 ， 
考察 正 (224 +1 ) 边 形 的 (2n + ) 个 顶点 ， 因 为 2 +1 ) 边 
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形 的 边 种 对 角 线 俗 有 站 种 不 同 长 度 ， 故 由 (2m +1) 个 项 点 组 
成 nn 一 阶 点 集 ， 于 是 我 们 得 到 P, 的 一 个 估计 式 : 


D2xn+1,， 
似乎 可 以 猜想 等 号 必 成 立即 正 (2n + 1 ) 边 形 的 (2n + 1 ) 个 项 
点 组 成 极 大 一 阶 点 集 ， 


每 个 了 Xi 上 ，2，，…， 1 ) 的 正方 形 中 
各 点 之 间 的 不 局 距离 ， 易 得 ; 图 4-27 
1.v2; 
2. 3，2v2; 
3. v10, v13, 3v2; 
4. v17, 2y45, 5, 4v2, 
5. v26, v29, v34, v 4, 5y2; 
6. v37, 2 3V5， 和 v 61, 62; 
7. v53, ,V65, ,v85, 772; 
8. > 访 445, 10, v113, 8v2:; 
9. v82, 3v10, V97, VI, viID, v1I3, v14$, 


Ov2; 
10. Vi01,2 v286, v109,2 v20,5 v5,2 v34,v 1, 
Dv 41,v 181, 10y2; : 
lt. v12, vi v137, v1I46, viIF, vIn, 


中 此 例 是 陈 计 告诉 作者 的 ， 入 致谢 性 ! 
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v 了 85，v 202，v 221，1142， 

从 而 可 知 Pn 室 144， 比 猜想 的 什 2x71+1= 143 大 ， 因 此 平 
而 上 的 ~- 阶 (n 宇 3 ) 点 集 的 结构 此 PP, 的 值 ， 尚 是 一 个 值得 研 
究 的 太 问 是 ， 


$4.3 算法 化 思想 与 机 器 证 明 


一 ， 算 法 与 算法 化 


在 第 二 章 中 我 们 曾经 指出 ; 算法 化 思想 是 我 国 古代 数学 中 
一 种 最 重要 的 数学 思想 ， 它 与 占 希 腊 的 公理 化 思想 一 超 成 为 数 
学 发 展 的 两 个 重要 源泉 ， 在 现代 ， 由 于 电子 计算 机 的 出 现 和 高 
度 发 展 ， 科 学 计算 、 科 学 实验 和 浸 辑 推理 已 经 成 为 发 展 数 学 和 
整个 科学 的 三 种 最 重要 的 手段 ， 算 法 化 的 思想 在 推动 数学 乃至 
整个 科学 的 发 展 方面 已 经 并 且 必 特产 生 越 来 越 大 的 作用 . 

算法 化 思想 是 数学 中 一 种 重要 的 构造 思想 ， 这 种 思想 的 核 
心 是 构造 算法 ， 这 就 是 说 : 在 我 们 不 能 直接 得 出 某 全 问题 的 解 
答 的 时 候 ， 证 以 设计 或 构造 一 种 可 行 的 步 票 (计算 公式 或 程 
序 )， 使 得 能 在 有 限 步 内 得 出 问题 的 解 ， 或 者 逐步 返 近 问题 的 
解 ， 或 者 能 根据 所 得 结果 对 所 论 对 象 的 某 些 特性 (如 存在 性 、 
存在 的 个 数 等 ) 作 出 正确 的 判 渐 ， 

利用 算法 解 题 常 有 以 下 儿 秘 类 型 ， 
1. 构造 算法 通过 计算 解决 问题 

(1 ) 构 造 一 个 算法 ， 经 有 限 步 计 算得 出 问题 的 解 ， 

例 我 国 古代 数学 著作 《孙子 算 经 》 中 有 " 物 不 知 其 数 ”一 
间 ， 原文 如 下 : “ 今 有 物 不 知 其 数 ， 三 三 数 之 剩 二 ， 五 五 数 之 
剩 三 ,七 七 数 之 剩 二 ， 问 物 几 何 ?” 
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在 程 大 位 所 蔷 《 算 法 统 宗 》(1583 ) 中 ， 给 出 了 如 下 的 口诀 
“三 人 同行 七 十 稀 ， 五 树 梅花 菇 一 枝 ， 七 子 团 闫 正 半 月 ， 风 至 
需 五 便 得 知 ”"。 这 是 求解 “ 物 椒 知 其 数 ” 问 廿 的 一 个 算法 ， 其 会 
文 是 : 用 如 策 3 除 所 得 的 余数 ，21 乘 了 7 除 所 得 的 余数 ，15 系 
了 除 所 得 的 余数 ,然后 将 所 得 三 个 乘积 相 灿 ， 车 此 和 和 大 于 105， 
则 减 去 105， 若 仍 大 于 105， 则 再 减 ， 最 后 得 到 一 个 小 于 105 
的 自然 数 ， 它 就 是 癌 题 的 解答 ， 用 此 算法 解 “ 物 不 知 其 数 " 问 
题 ， 搬 算式 表示 为 : 

710x2+21x3+1Sx2=233 ， 
233 一 105x2=23 . 
故 物 之 数 为 23 ， 

其 他 ， 如 求 两 数 的 最 天 公约 数 的 欧 几 里 得 算法 ， 求 线性 方 
程 组 的 解 的 高 斯 消 元 算法 ， 求 一 元 二 次 方程 的 根 的 公式 算法 等 
等 ， 都 属于 这 一 类 型 ， 

(2 } 构 造 一 个 算法 ， 经 过 计算 ,直接 证 明 具 有 某 种 性 质 的 
对 象 是 存 在 的 


倒 证 明 ， 在 1、2，…. 二 二 1 中 可 以 取出 2" 个 正 整数 ， 


使 其 中 的 任意 三 个 数 不 组 成 等 差 数列 . 
分 析 : 设 取 出 的 2" 个 正 整 数组 成 的 集合 为 4，， 为 了 探求 
算法 ， 我 们 先 从 简单 情形 人 手 ， 
当 n=1 时 ， 好 并 共 -2， 故 给 定 的 数 为 1，2， 又 21=2， 
取 Ai; = 11，2 | 即 合乎 要 求 ; 
当 =2 时 ， 卫 二 1 = 5， 故 给 定 的 数 为 1，2，3，4，5， 
又 2=4, 取 4z=f 和 ,2，4，5| 即 合乎 要 求 ， 
当 ) =3 时， 我们 将 As 中 的 4 个 数 及 其 分 别 如 上 3 后 所 
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得 的 4 个 数 共 8 数组 成 4;; 
A3= 11, 2, 4, 5; 10，11，13，141 ， 
不 难 验 证 A3 合乎 要 求 ， “ 
于 是 我 们 可 以 得 到 构造 A, 的 一 个 算法 : 
1 有 取 A1= 11, 21, 
2) 车 4,=( 人 (2 之 1) 已 取 定 ， 则 取 
Atl= A i3*+taluEA,|. 
我 们 证 明 按 此 算法 求 得 的 A, 合乎 要 求 ， 
首先 ， 设 4, 中 有 aa 个 数 ， 则 可 得 算法 
ual=2; d+1—=20,. (n=1, 2. "") 
于 是 易 得 a 2"， 邯 A, 由 2" 个 正 整数 组 成 . 
其 次 ， 用品 表示 AA 中 的 最 大 元 ， 则 可 得 求 5 的 算法 : 
下 = 二) 


由 此 可 得 名 = 村 (3 + 可见 A, 是 |1，2，…, 3 | 的 


一 个 子 集 ， - 

最 后 ， 广 意 到 "三 数 +、y，z 成 等 差 数 列 ， 当 且 仅 当 对 任 
意 的 a,，a+x，a+y，a+z 城 等 差 数 列 "， 则 用 归纳 法 不 难 
证 明 A, 中 的 任何 三 数 均 不 成 等 差 数 到 ， 

于 是 得 到 命题 的 证 朋 . 

读者 或 许 已 经 发 现 ， 前 面 关 于 递归 构 闭 的 例子 ， 即 属 此 种 
类 型 ， 

(3 ) 构 造 一 个 算 法 ， 经 过 计算 ， 间 接 求 出 原 问题 的 解 . 

例 己 知 函数 疡 [0，+e) 一 [0，+ eco) 满足 

TFCrD+ flr}=6.r. 

试 求 满足 上 述 条 件 的 一 切 了. 

分 析 : 记 D(Cr}= Fr PerDtry= 人 (FCF (R=1, 
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2z.…)， 因 为 我 们 很 难 人 其 已 知 茶 件 出 发 经 过 计算 直接 求 出 
了 (x ) 的 袁 达 式 ， 故 首先 构造 - -个 算法 求 Ar ) 的 表达 式 . 
由 已 知 条 件 有 

PDT= Fr)=af(r) +t Hr.{a=1, bp,=0) 

= f(r) tor f(r}+t hr, 

{a= -1, b=6) 

由 此 ， 猜 租 AC } 有 有 形式: Cr) 二,f(r)+hr， 
下 需 用 归纳 法 构造 求 x ，, 的 算法 ; 由 41 了 Cr)+Bitx 
= D(x =F r= af (Ff (Cr) + hf (x j=a, 
C—Or r+ awr ， 得 出 
计算 ec, ，, 的 算法 公式 ; a1=1, as= 一 1 及 yj 三 一 uth 
及 各 =6u ,消去 刀 得 ,1= 一 a +6u， |， 用 特征 根 法 舅 求 


出 a = 寺 [2" 一 (一 3)],b = 二 [2" 1!-{-3)"*-!j， 于是 


fe 
地 
0<3 f(r ) 
= 3 


Eira 
令 了 为 偶数 且 m > +oe 可 得 -ri+2rz0， 即 让 rzr)s2r， 
再 令 为 奇数 只 7 一 + 0 有 可 得 (ej 一 27 守 0 即 了 (r) 守 24; 
于 是 得 f(r)=2x， 且 易 验 访 它 满足 题 中 和 条件、 这样 就 通过 构 
造 计算 六 (x) 的 算法 而 税 接 地 求 出 了 x) 的 表示 式 ， 
2, 构造 算法 逼近 原 问题 的 解 

例 求 代数 方程 (x ) = 的 根 . 

分 析 ， 先 将 f(x )==0 变 成 为 与 之 等 价 的 另 一 方程 r = 
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g (zz ), 任 取 一 个 初始 值 x = ro， 构 造 一 个 算法 x = 有 (ro 
(=1，2，…)， 便 可 逐次 算出 xs，ri，X2， … 如 果 lim_ zu 
= x * 存 在， 那么 在 x, = g(r, 1) 两 边 令 n+ oo 取 极 限 ， 只 
要 g(x ) 在 x" 连续 就 有 x =g (x“)}， 即 x“ 是 方程 x= 
gs (xz ) 的 根 ， 从 而 六 也 是 了 (rz )=0 的 根 。 可见， 我 们 逐 叱 
计算 出 来 的 zo，x;，x2，… 随 着 n 的 增加 越 来 越 通 近 方程 
f(x }=0 的 根 ， 
例如 考察 方程 f(x )=x* 一 3=0 .。 它 可 变 成 下 列 各 种 形式 : 


ay r=ri+{ri -3); 


cy r=x+(r 3), 等 等 ， 
对 应 她 可 构造 下 列 各 种 算法 公式 ; 


. a) Tn = tt rt): 


2 


| 
c) rt 3)， 等 等 ， 
我 们 都 从 re=2.0 开始 ,将 三 个 算法 的 计算 结果 列表 如 下 : 


{a) {py 《ec 
本 2.0 2.0 2.0 
| | 3.0 1.75 1.75 
23 9.0 1.732143 1.734375 
x 87.0 1.732051 1.732361 
x 1.732051 1.732092 
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续 表 


(ua) (i Cc) 


本 1.732056 
x 1.732051 
可 1.732051 


算法 (a ) 中 加 一 十 只， 算法 人 ) 必 Ce 中 都 收敛 到 原 
方程 的 解 ， 但 很 明显 ， 算 法 (# } 的 效率 比 算法 (0 ) 好 ， 换 句 话 
说 ， 算 法 (5 } 比 (ec ) 收 伊 得 快 、 

由 于 理论 和 实践 的 需要 ， 我 们 设计 的 算法 应 该 满足 一 定 的 
要 求 ， 对 于 同一 个 问题 ， 往 往 可 以 有 不 同 的 算法 ， 对 不 同 算法 
的 乱 尖 ,也 应 该 作出 评价 ， 所 以 ,应 该 讨论 算法 的 评价 的 间 
题 。 评 价 的 标准 ， 通 常 有 以 下 的 三 个 方面 : 

(1 ) 攀 造 的 算法 应 该 是 成 功 的 .所谓 成 功 ， 指 的 是 按 算 法 
得 出 的 数列 必须 是 收藏 的 ， 旦 在 收 敏 的 情况 下 ， 收 敏 速 庶 越 快 
的 算法 越 好 ， 有 些 算法 虽然 收敛 ， 但 收敛 的 速度 太 慢 (比如 说 ， 
用 电子 计算 机 计算 ， 要 达到 要 求 的 精度 ， 和 需要 计算 几 年 直至 几 
寺 年 )， 这 样 的 算法 在 实际 使 用 时 与 不 收 钱 的 算法 其 实 设 有 什 
么 区 别 ， 国 而 也 可 以 认为 收 伍 太 慢 的 算法 实际 上 是 不 成 功 的 . 
军 于 经 过 有 限 步 计算 即 可 以 得 到 精确 解 的 算法 我 们 总 认为 是 收 
伍 的 ， 因 而 是 成 功 的 ， 

(2) 算法 所 包含 的 工作 量 应 该 越 少 趣 好 ， 对 于 -个 规模 为 
的 问题 (例如 . 含 nr 个 变量 的 方程 组 ，-- 元 次 方程 ， 等 
等 )， 很 设计 算 所 需 的 工作 是 为 S (wn)( 常 指 计算 次 数 或 计算 时 
间 )， 则 称 S (x ) 为 算法 的 复杂 性 函数 。 因 此 ,算法 的 工作 量 
问题 常 称 为 算法 的 复杂 性 问题 

设 某 个 问题 的 舰 模 为 n»， 有 两 种 不 疗 的 算法 ， 它 们 计算 这 
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个 问题 所 再 工 作 量 (运算 次 数 ? 分 别 为 : 

(ea) 全 (ma }= n5, {Bh Stn )=3"., 
假定 高 速 电 子 计算 机 完成 一 次 运算 所 需 时 间 为 1 微 秘 
《0.000001 秒 )。 那么 上 述 规模 为 2 的 问题 所 需 解 题 时 间 Sfr) 
{时 间 工 作 量 ) 可 列 成 下 下 : 


时 间 复 兢 性 本 数 : _ _ 规 要 _ 
Stn) 1 六 T 也 
omni or | 32 | 17 | 130 
S(tn)= | 黎 ! 补 : 秒 | 分 从 
SO) 0.000243| 0.059 | 58 | 3855 | 1.3x10 
秒 ， 秒 | 分 | 世纪 


从 表 中 可 以 看 出 ， 当 S(n ) 为 的 多 项 式 时 ,工作 量 随 问题 
规模 n 的 增长 而 增长 的 速度 比较 平缓 ， 但 对 于 Stn) 为 指数 函 
数 的 情形 ， 这 种 增长 随 着 % 的 增 大 而 变 得 异常 激烈 .通常 把 
时 间 复 杂 性 洋 数 SL) 是 2 的 多 项 式 的 算法 称 为 多 项 式 时 间 算 
法 ,而 把 S(w) 是 n 的 指数 式 的 算法 称 为 指数 时 间 算 法 .因此 ， 
我 他 总 认为 多 项 式 时 间 算法 是 "好 的 "算法 ， 

(3) 算法 的 稳定 性 . 由 于 原始 数据 是 从 实际 中 通过 各 种 仪 
器 测试 、 记 录 下 来 的 ， 必 然 存在 误差 ; 另 一 方面 ， 用 电子 计算 
机 进行 计算 时 ， 总 是 用 有 限 小 数 代替 实数 ， 因 而 又 有 "截断 误 
其。 对 于 … 个 算法 ， 如 果 原 次 数据 的 徽 小 变化 只 引起 运算 结 
果 的 微小 变化 ， 则 上 述 各 种 误差 对 计算 结果 的 影响 很 小 ， 我 们 
称 这 样 的 算法 是 数值 稳定 的 .否则 就 称 为 数值 不 稳定 的 。 对 于 
不 稳定 的 算法 ， 尽管 理论 上 已 经 证 明 经 过 有 限 步 计算 可 以 求 得 
精确 解 ， 但 实际 上 由 于 误差 的 影响 和 算法 的 不 稳定 性 ， 算 出 来 
的 结果 与 精确 解 相去 其 远 ， 根 本 不 能 作为 原 问题 的 解答 ， 周 此 
实际 上 我 们 总 是 要 求 所 构造 的 算法 其 有 数值 稳定 性 . 
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综 上 所 述 ， 评 价 一 个 算法 的 好 坏 ， 我 们 总 是 从 收 敏 性 ( 包 
括 收 仇 速 度 ) 、 计 算 的 复杂 性 、 数值 稳定 性 三 个 方面 来 考虑 ， 
收 短 速度 快 、 计 算 工 作 量 少 且 数 值 稳定 的 算法 才 是 好 的 算法 ， 

随 着 电子 计算 由 的 发 展 和 普及 ， 计 算 机 已 广泛 地 用 于 解决 
生产 、 管 理 及 日 常生 活 中 的 许多 实际 问题 .用 电子 计算 机 处 理 
这 些 问题 ， 需 要 将 问题 算法 化 .计算 机 才能 进行 操作 以 至 得 到 
问题 的 结果 或 解答 .问题 算法 化 的 过 程 包括 两 个 步骤 :首先 是 
将 问题 形式 化 或 数学 化 ， 即 建立 适当 的 数学 模型 来 刻画 或 拟人 
要 解决 的 实际 问题 ， 其 次 是 寻找 合适 的 算法 .这 时 有 两 个 方面 
的 问题 : 其 一 是 可 计算 性 ， 即 利用 计算 机 解决 问题 的 可 能 性 的 
研究 ， 对 于 有 具体 问题 ， 则 应 将 具体 的 算法 构造 出 来 ; 其 二 是 关 
于 询 造 的 算法 的 判定 ， 即 研究 算法 的 收效 性 、 计 算 复 杂 性 和 稳 
定性 . 显然 ， 从 问题 的 形式 化 到 构造 算法 ， 都 离 不 开 数 学 思想 
方法 的 指导 ， 

二 、 儿 人 和 何 定理 的 机 器 证 明 “ 


构造 算法 是 一 种 抽象 的 构造 性 思维 ， 它 不 促 可 以 用 来 解决 
代数 中 的 计算 和 证 明 问 题 ， 而 是 可 以 用 来 证 明 几 和合 定 理 ， 

风行 定理 的 机 器 证 明 只 是 机 器 证 明 或 称 自动 椎 理 的 一 个 方 
面 ， 由 于 传统 学 科 采 用 现代 证 明 手 段 ， 它 在 机 器 证 明 的 研究 中 
占有 重要 的 地 位 .我 国 数学 家 在 这 方面 做 过 许多 开创 性 的 工 
作 ， 有 共有 国际 领先 的 优势 . 

几何 问题 的 证 明 特 曾 苦 要 智慧 与 技 瑟 ， 如 何 证 题 在 很 大 程 
度 上 依赖 于 个 人 的 经 验 和 修养 . 通常 是 一 是 一 证 ， 而 无 遂 法 可 
循 ， 所以， 寻求 几何 证 明 的 通 法 ，-… 直 是 许多 章 越 的 科学 家 的 
梦想 ， 为 此 ， 篇 卡 儿 发 明了 坐标 系 ， 莱 布 尼 兹 设想 过 推理 机 
顺 。 项 尔 伯 特 在 其 名 著 6 儿 何 基 础 中 给 出 了 -类 此 何 命题 的 机 
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械 化 定理 ， 

电子 计算 机 的 出 现 推动 了 数学 机 械 化 ，50 年 代 ， 塔 斯 基 
用 居 数 方法 证 明了 初等 几何 机 要 化 的 可 能 性 . 之后， 代数 与 分 
析 计 算 向 种 的 和 机械化 的 研究 取得 进展 ， 但 直到 1975 年 仍然 没 
有 找到 能 用 计算 机 判定 非 平凡 几何 命题 的 有 效 算法 ， 

1976 年 ， 我 国 著 名 数学 家 吴 文 傻 在 《< 中国 科 学 》 上 发 表 《 初 
等 几何 判定 问题 与 机 城 化 证 明 》- - 文 ， 普 次 给 出 了 用 计算 机 类 
定 非 平凡 几何 定理 的 有 效 算 法 .用 他 的 方法 .可 在 微机 上 很 快 
地 证 明 困难 的 几何 定理 . 周 威 青 发 展 了 吴 方 法 并 将 其 实现 为 有 
效 的 通用 程序 ， 证 明了 512 条 非 平凡 定理 ， 这 是 一 个 重大 的 突 
破 ， 国 际 上 公认 这 是 自动 推理 领域 的 一 项 革命 性 的 工作 

吴 方 法 在 本 质 上 仍 忆 代数 方法 ， 其 基本 思想 是 以 繁复 的 计 
算 作为 代价 ， 用 量 的 复杂 取代 质 的 困难 .所 给 的 证明" 是 关于 
多 项 式 的 一 大 堆 计 算 ， 人 们 难于 理解 其 几何 意义 ,也 难 干 检验 
其 是 否 正确 . 

既然 代数 方法 不 能 使 人 完全 满意 、 于 是 人 们 致力 于 几何 定 
理 可 读 证 明 自动 生成 的 研究 ， 这 方面 的 研究 开始 于 50 年 代 ， 
但 30 多 年 来 进展 其 徽 ， 来 能 给 出 哪怕 一 小 类 几何 定理 机 器 证 
明 的 有 效 算法 的 程序 ， 

1992 午 ， 我 国 数学 家 张 景 中 院士 提出 * 消 点 法 "的 思想 ， 
与 周 威 青 、 高 小 出 合作 ， 实 现 了 几何 定理 可 读 证 明 的 自动 生 
成 基于 此 法 编 出 的 算法 程序 , 已 在 微机 上 对 数 以 百 计 的 困难 
定理 完全 自动 生成 了 简短 的 可 读 证 明 ， 这 种 方法 也 能 用 于 立体 
开 何 . 张 院 士 还 与 杨 路 、 高 小 山 ， 周 感 青 合作 ， 把 清点 法 用 于 
非 欧 几 何 可 读 证 明 的 自动 生成 亦 得 到 成 功 ， 获 得 了 一 批 莫 欧 玫 
何 的 新 定理 ， 消 点 法 也 可 用 于 儿 何 计 算 和 公式 推导 ， 

张 晤 中 院士 认为 他 的 方法 "不 以 坐标 为 基础 ， 也 不 同 于 伟 
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统 的 综 会 方法 ， 而 是 以 几何 不 变节 为 虐 具 ,把 几何 、 代 数 、 逻 
辑 和 人 工 智能 方法 结 台 起 洲 所 形成 的 开放 系统 .” 它 选 择 几 个 
基本 的 几何 不 变量 和 一 套 作 图 规则 ， 并 建立 与 这 些 不 变量 和 作 
图 规则 月 关 的 消 点 公式 . 当 命题 的 前 握 以 作 图 请 铝 输 人 时 ， 程 
序 可 调用 适当 的 消 点 会 起 把 结论 中 的 约束 点 逐个 请 去 ， 最 后 将 
所 有 约束 点 销 完 ， 消 点 过 程 记录 与 消 点 公式 相 结合 ， 就 是 一 个 
具有 几何 意义 的 证 明 ， 

在 多 数 情 况 下 。 消 点 法 也 可 用 纸 笔 手工) 证明 不 平凡 几何 
命题 ， 它 结束 了 两 千年 以 来 几何 证 明 无 定 法 的 局 面 。 当 我 们 不 
懂 方 程 的 时 候 ， 算 术 的 四 则 运算 复杂 题 使 我 们 感到 困难 ， 但 方 
程 自由 则 运算 复杂 是 的 解法 变 得 简单 使 这 类 问题 的 处 理 有 一 
种 统一 的 程式 ， 因 而 方程 可 称 为 解决 算术 的 四则 运算 侦 杂 题 的 
通 法 ,同样 地 ， 消 点 法 是 解决 几何 证 明 间 题 的 通 法 . 

清点 法 的 成 功 ， 使 几何 定理 视 器 证 明 的 成 果 在 数学 教育 中 
的 应 用 有 了 实现 的 可 能 ， 它 被 同 际 同行 莒 为 使 计算 机 能 像 处 理 
算术 那样 处 理 儿 何 的 发 展 道 路 上 的 里 程 碑 ， 

机 器 证 明 是 算法 化 思想 及 其 应 用 的 -个 重要 的 方面 ， 随 着 
计算 机 的 不 断 发 展 和 改进 ， 算 法 化 思想 在 推进 数学 乃至 整个 科 
学 向 前 发 展 中 将 起 着 越 来 越 大 的 作用 ， 


第 五 章 转化 思想 (上 ) 


本 章 中 我 们 将 讨论 第 一 类 转化 思想 ， 即 特 彝 化 思想 、 一 般 
化 思想 和 变换 思想 ， 着 重 赔 述 它 的 售 义 、 分 类 及 其 作用 . 


85.1 特殊 化 思想 


什么 是 特殊 化 思想 ? 美国 著名 的 数学 家 和 数学 教育 家 波 利 
亚 和 曾经 精确 地 指明 了 它 的 内 池 和 全 特殊 化 是 从 对 象 的 一 个 给 定 集 
合 ， 转 而 考虑 那些 包含 在 这 个 集合 内 的 较 小 的 集合 "， 并 且 指 
出 “我 们 往往 从 专门 研究 对 象 的 全 体 转 变 为 研究 包含 在 这 个 全 
体 中 的 仅仅 一 个 对 象 ”， 这 就 是 说 ， 对 于 某 个 一 般 性 的 数学 问 
题 ， 如 果 一 时 难以 解决 ,那么 可 以 先 解 诀 它 的 特殊 情况 ， 然 后 
再 把 解决 特殊 情况 的 方法 或 结论 应 用 或 者 推广 到 一 般 问 题 上 ， 
从 而 获得 - 般 性 问题 的 解答 ， 

特殊 情形 相对 - - 般 情形 而 育 是 比较 简单 、 直观 和 县 体 的 ， 
因而 常常 易于 找 出 特殊 情形 的 解答 .而 旺 普 凯 性 存在 于 特殊 性 
之 中 ， 一 些 特殊 情形 的 解答 和 解答 过 程 常常 玖 当 着 一 般 问 题 的 
解法 途径 或 思路 . 因此， 特殊 化 思想 是 探索 - 般 性 问题 的 解 题 
途径 的 重要 思想 之 一. 

将 一 般 化 问题 转化 为 特殊 问题 并 不 困难 ， 常 常 可 以 通过 取 
特例 、 分 类 、 分 步 等 方法 来 获得 ,也 就 是 只 须 把 被 研究 的 对 象 
添上 某 些 限制 或 适当 加 强 某 此 条 件 ， 求 出 原 集合 的 一 个 或 若干 
个 子 集合 即 可 .由 于 同一 个 . - 般 性 问题 经 过 不 同 的 特殊 化 处 理 
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可 以 得 到 不 同 的 特殊 问题 ， 其 中 帘 竟 准 最 有 利于 一 般 化 问题 的 
解决 呢 ? 这 是 运用 特殊 化 思想 解决 问题 时 通 到 的 最 困难 的 问 
题 ， 我 们 自然 希望 找 出 的 特殊 间 题 既 要 本 身 比 较 直 观 、 简 单 ， 
易于 找 出 它 的 解答 ， 又 要 求 由 它 的 解答 易于 发 现 一 般 性 问题 的 
解 题 途径 可见， 运用 特殊 侍 思 想 解 决 一 般 性 问题 的 关键 在 于 
能 否 找 到 一 个 或 几 个 最 佳 的 特殊 问题 ， 


一 、 如 找 转 列 


1. 极端 原理 

有 些 现 象 往 往 在 极端 情形 下 发 生 ， 有 些 性 质 往 往 为 处 于 极 
端 状态 的 元 素 所 其 有 ， 为 了 解决 某 个 问题 ， 守 考察 某 些 被 端 状 
况 ， 如 最 大 (小 ) 距 离 、 最 大 {小} 面积. 最 长 ( 短 )? 边 、 最 大 (小 ) 
值 、 图 形 的 极限 位 置 或 临界 位 置 等 ， 从 对 极端 情形 的 研究 中 得 
到 启发 ， 并 由 此 获得 解决 所 研究 问题 的 方法 。 我们 称 这 种 指导 
解 题 的 思想 为 极 并 原理 ， 

作为 例子 ， 我们 考察 第 10 局 IMOQ 试题 ; 求证 在 四 面体 
ABCD 中 。 必 有 某 个 硕 点 ， 从 它 出 发 的 三 策 樟 作为 三 边 疝 以 
梅 成 一 个 三 角形 .我 们 可 以 这 样 来 思考 : 要 让 结论 成 立 ， 只 需 
找到 一 个 顶点 ， 从 这 头 点 出 发 的 三 条 层 中 最 长 的 一 条 小 于 其 余 
两 条 之 种 即 可 。 为 此 ， 如 图 引 - 1， 我 们 先 考察 四 面体 ABCD 
的 六 条 棱 中 最 长 的 那 条 楼 ， 不 妨 设 之 为 AB ， 于 是 只 要 证 BC 
+BD>AB 或 AC+AD>AB， 从 而 只 须 证 BC + BD + AC+ 
”AD>2AB 即 可 ， 而 这 不 难 从 BC+ AC> .AB 及 BD+ AD> 
AB 得 到 ， 于 是 问题 得 到 解决 ， 

应 当 注 意 ， 运 用 极端 原理 解决 问题 时 ， 导 找 的 极端 元 素 或 
极端 情形 可 能 不 止 一 个 ， 从 蜡 使 我 们 可 以 获得 多 种 不 同 的 解 题 
途径 ,如 上 例 中 如 果 我 们 考察 四 面体 的 四 个 顶点 中 ， 由 其 发 出 
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-条 惧 长 之 和 最 天 的 那个 点 ， 间 样 可 以 得 到 
问题 的 解答 ， 
2. 不 变量 思想 


件 ， 这 种 任意 性 条 件 干 变 万 化 ， 常 常 使 人 捉 
摸 不 定 ， 难 以 入 玉 解 管 位 是 透 过 变化 的 复 图 5-1 

条 的 珊 象 ， 常 常会 发 现 某 种 其 在 问题 的 变化 

过 程 中 是 椒 变 的 ， 这 种 不 变 的 量 通 常 称 之 为 不 变 车 利用 某 些 
不 杰 破 的 特点 常常 会 发 理解 决 问题 的 途径 ， 这 种 指导 解 题 的 思 
想 就 是 不 空 量 思 想 。 初 等 数学 问题 中 于 到 的 不 室 量 有 数值 不 变 
党 、 奇 偶 性 不 变 最 、 同 余 不 谈 量 .映射 不 变 九 (不 动 点 )、 组 合 
不 蛇 外 等 等 ， 运用 不 变 总 思想 解 题 的 关键 是 发 现 或 寻求 不 
空 展 。 

例如 ， 我 们 考察 下 列 了 问题 : 己 知 a=1,， us=2， 
15Sa11 -306ta wit1 汶 偶数》， 

为 奇数 ). 
试 证 :对 一 切 和 月 然 数 nn， 都 有 a, 考 0(1988 年 全 国 高 中 数学 联 
赛 第 “这 第 1 题 ) ， 

我 们 算出 此 数列 的 前 而 凡 项 是 1，2，7. 29，22，23， 
的 ，26， 一 7， …， 首先 急 看 出 其 奇 悍 性 规律 的 不 变性 : 尊 、 
个 、 奇 ; 奇 . 盘 、 奇 ; 奇 、 俏 ， 奇 : … 但 公有 这 … :不 变性 还 不 
能 得 出 题 上 日 结论， 因为 还 必须 证 朋 为 个 数 的 项 不 等 于 鹤 。 其 
次 注意 到 奇 、 侦 性 实质 上 蚌 取 2 为 模 的 余数 性 质 ， 如 果 我 们 
改 为 取 3 为 模 就 会 发 现 余数 保持 1，2; 1，2; 1，2; … 的 规 
律 丰 变 。 于 是 问题 归结 为 证 明 ; dar 1 1, a2 (md 3)， 
曾 这 一 结论 不 礁 用 数学 归纳 法 证 明 ， 从 而 轻而易举 地 得 到 问题 
的 和 解答。 


nd 
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同样 ， 我 们 应 该 注意 到 ， 一 个 复杂 问题 中 的 不 变量 常常 不 
止 一 个 ， 如 果 寻 找 出 的 不 变量 不 同 ， 那 么 得 到 的 解 题 途径 也 不 
同 。 如 上 例 中 考察 取 4 为 模 的 余数 ， 又 可 以 发 现 其 余数 的 变化 
规律 为 1 ，2，3; 1,，2，3; 1，2，3;.…，, 同样 可 以 得 到 解决 
问题 的 正确 途径 ， 

3, 寻找 反例 

在 数学 中 ， 为 了 证 明 “ 某 命题 不 成 立 "的 一 类 问题 ， 常 常 运 
用 构造 反例 的 思想 方法 ， 所 谓 数学 中 的 反例 ， 指 的 是 符合 某 命 
题 的 条 件 ， 而 又 不 符合 该 命题 的 结论 的 例子 。 换言之， 反例 就 
是 指出 某 命题 不 成 立 的 例子 一般 说 来 ， 能 说 明 某 命题 不 成 立 
的 反例 有 很 多 个 ， 我 们 只 要 举 出 其 中 一 个 就 够 了 ， 

数学 中 的 反倒 可 分 为 下 列 几 种 类 型 : 

{1) 关于 命题 基本 形式 的 反例 

数学 命题 有 下 列 四 种 基本 形式 ， 全 称 肯定 判断 (所 有 : 部 
是 p) 、 全称 否定 判断 (所 有 : 都 不 是 p), 特 称 肯定 判断 {存在 
是 如 ) , 特 称 否定 判断 (存在 ; 不 是 p), 其 中 全 称 肯 定 判 断 与 特 称 
否定 判断 可 以 互 为 反例 ， 全 称 否 定 判断 与 特 称 肯 定 判 断 也 可 以 
互 为 反例 ， 

关于 命题 基本 形式 的 反例 在 数学 中 是 很 多 的 . 例如 ， 当 ) 
=0，1，2，3, 4 时 ， 式 子 22 + 1 的 值 分 别 是 3,，5，17，257， 
65537， 这 五 个 数 都 是 素数 .二 是 ， 费 尔 马 猜测 “对 … 切 非 负 整 
数 n，2? +1 都 是 素数 "， 这 是 一 个 全 称 肯定 判断 ， 但 后 来 欧 
拉 举 出 了 特 称 否定 判断 的 反例 :“ 当 w=5 时 , 22 +1=641x 
6700417 是 一 个 合 数 ， 而 不 是 素数 "， 从 而 推翻 了 费 尔 马 的 
猜测 ， 

(2) 关于 充分 条 件 或 必要 条 件 的 反例 
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如 果 “ 有 和 就 有 吕 "， 那 么 称 A 是 B 的 充分 条 件 . 这 时 
“没有 六 不 一 定 没 有 B“. 为 此 ， 我 们 可 举 出 反例 “没有 A 却 有 
中" 来 说 明 ， 这 种 反例 被 称 为 关于 充分 条 件 的 反例 ， 用 它 来 说 
明 所 给 条 件 A 对 结论 B 而 这 仅仅 是 充分 的 .何如 ， 如 果 商 个 
第 是 对 硕 角 ， 那 么 这 浴 个 角 相 等 ,但 两 个 角 是 对 顶 角 仅仅 是 两 
角 相 等 的 充分 条 件 ， 因 为 有 的 两 个 划 相 等 但 不 是 对 项 角 ， 反 
例 ， 等 腰 三 角形 的 两 底 角 柑 等 ， 而 两 底 角 不 是 对 顶 角 . 

如 果 " 没 有 丰 就 没有 B”"， 那么 称 A 是 B 的 必要 和 条件。 这 
时 “有 了 AA, 不 一 定 有 BB". 为 此 ， 我 们 可 举 上 反例 “有 了 4 , 却 没 
有 BB" 来 说 明 . 这 称 反 例 称 为 基于 必要 条 件 的 反例 ， 用 它 来 说 
明 A 对 如 而 育 仅 仅 是 必要 的 . 例如，a = 二 时 必 有 az= 62， 但 
a 三 这 仅仅 是 a=5 成 立 的 必要 条 件 ， 因 为 存在 数 a，5， 使 
好 二 人 但 wa 天 .反例 ;( -3 = 了 于， 而 -3 

(3) 末 件 变化 型 反例 

当 - ' 个 数学 命题 的 条 件 发 生变 化 时 ， 结 论 不 一 定 正 确 。 为 
了 说 明 这 一 点 上 所 作出 的 反例 称 之 为 条 件 变 化 型 反 便 ， 例 如 平行 
四 边 形 的 判定 定理 之 -- 是 : 假设 四 边 形 ABCD 满足 1) AB= 
CD; 2) ABACD， 那么 ABCD 是 平行 四 边 形 。 如 果 去 掉 条 
件 1)》 或 条 件 2)}， 我们 很 容易 举 出 等 腰 梯 形 这 个 反例 说 明 ， 这 
时 结论 不 骨 成 立 。 但 如 条 保留 条 件 1) 而 将 条 件 2) 收 为 下 列 
条 件 2) LB=AD . 那么 能 再 得 出 ABCD 是 平行 四 边 形 的 
结论 呢 ? 为 了 说 明 这 一 命题 仍 不 正确 ， 我 们 可 以 参看 p.169 图 
4-25 的 例子 ， 在 图 4 一 25 中 ， 作 等 边 三 角形 ABC, 在 BC 上 
取 一 点 卫 鸽 BD>DPC,， 过 呈 作 2 = 一 1， 并 取 CD= AR ， 
易 证 四 边 形 ABDE 满足 条 件 1) 和 2)， 但 它 不 是 平行 四 

反例 在 推动 数学 向 前 发 展 和 数学 教育 中 有 下 列 一 些 作 用 ; 
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(i) 举 友 例 可 促进 数学 新 概念 、 新 定理 和 新 理论 的 形成 和 
发 展 . 例如 ， 公 元 前 500 生 希 帕 索 斯 发 现 了 等 腰 直 角 一 角形 的 
直角 边 与 斜 边 的 比 不 再 是 有 理 数 ， 这 个 发 现实 质 上 是 毕 达 哥 拉 
斯 学 派 认 为 的 *-- 切 最 帮 可 州 自理 数 来 表示 "的 反例 . 这 个 反倒 
的 出 现 导 致 数学 中 上 第 . :次 危机 ， 通 过 完 服 第 一 次 人 危机， 使 数 
学 大 大 向 前 推进 了 - - 步 。 下 如 美国 数学 家 益 尔 饮 姆 和 壬 姆 斯 特 
德 所 指出 的 “数学 由 两 大 类 一 一 证 明和 反例 组 成 ， 而 数学 发 现 
也 是 朝 普 两 个 主要 的 日 标 一 一 提出 证 明和 构造 反例 ”, 对 于 数 
学 中 的 重大 康 题 与 数 党 猜想 ， 能 举 出 反例 证 以 推翻 ， 同 给 出 证 
明子 以 肯定 ， 基 同样 重 查 的 ， 

(ii) 举 反例 能 够 湾 清 数学 概念 和 定理 ， 使 人 们 获得 正确 的 
认识 . 例如 我 们 知道 : 如 果 fr) 定义 在 点 .ro 的 邻 域 (x 一介， 
xz0+BIG>0) 内 ， 且 在 (sn 一 人 xzo] 单调 增加 而 在 [ro，rn 
+ 3) 音 油 碱 少 , 那么 (4) 在 4 取 极 大 值 ， 这 蚌 . -个 正确 的 命 
题 ， 然 而 许多 大 单 任 几 何 直 观 认为 它 的 逆 命 籁 “ 如 果 (27) 在 
xz0 的 某 个 邻 域内 有 定义 且 在 ro 取 极 大 值 ， 那 么 必 看 在 正 数 8 
>0， 使 六 7) 在 (zo-3,z0] 单 调 增加 而 在 [rzrn 5)"“ 单 调 减 
少 也 是 正确 的 ,下面 的 反例 推 德 了 这 种 看 法 ， 


1 (ofan TY ey. 
设 fr) = (2+sin ? ) -rz0); 
(2,(7 =0). 
则 对 任意 了 E(-ecot+co) ,都 有 rz)-r0) 一 -aa2， 


(2+sm 三 js<0， 改 Ptz) 在 加 =0 处 取 根 大 值 ， 然 而 下 以 证 明 

对 任何 8>0, f(x) 在 (90,8] 林 能 单调 增加 ,在 10.8) 内 不 能 单 

调 减 少 ， 事实 上 , 热 悉 微 积分 的 谈 者 容易 证 时 在 (- 5,0] 和 [0， 

8) 这 两 个 区 间 内 都 存在 f(x ) 的 学 数 为 正 的 点 ,也 存在 ff) 的 
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妹 数 为 负 的 点 。 

(ii) 在 数学 中 通 当 地 举 反 例 ， 有 助 于 学 后 加 深 对 基础 知 
识 的 理解 ， 提 高 他 们 的 数学 修养 ,形成 严密 的 还 辑 思维 的 
习惯 ， 

在 数学 教学 中 教师 应 有 意识 地 提出 一 些 思考 问题 让 学 上 生 
判断 是 否 正 确 ， 正 确 的 点 给 山 让 明 ， 而 错误 的 则 必须 举 出 反例 
加 以 查证 ， 便 如 在 教学 复数 时 ， 可 提出 下 列 合 题 让 学 生 判 断 是 
信 正 确 : 1) 若 = 为 复数 . 则 | zi = <*; 2) 车 z1 + zy =0， 
如 0 3) tt B= bs 
4) 若 如 一 他 4ac >>0， 则 方程 axr? + Br + c=0 (a 关 0) 有 两 
个 不 等 实 根 ， 等 等 ， 引 导 学 牛 分 别 举 出 反例 加 以 否定 后 ， 有 勒 
于 学 生 吉 党 对 复数 概念 及 其 基本 性 质 的 理解 和 掌握 , 


二 、 分 类 思想 


当 被 研究 的 数学 问题 出 现 多 种 不 同 的 情况 时 ， 常 常 按 可 能 
出 现 的 各 种 情况 分 别 进 行 讨论 和 解答 ， 得 出 苔 种 情形 下 相应 的 
绩 论 ,综合 电 来 就 获得 原 间 题 的 解答 ， 这 种 指导 解决 问题 的 思 
起 称 之 为 分 类 塌 想 . 

国 为 分 类 思想 是 将 母 项 分 拆 成 许多 于 项 ， 母 项 与 了 项 的 关 
系 就 类 位 于 整体 与 局 部 的 关系 ， 而 整体 与 局 部 在 一 定 的 条 件 下 
条 以 吾 相 转化 ， 整 体 包 含 局 部 ,局 部 性 质 有 反映 了 整体 的 属性 ， 
所 以 。 分 类 思想 在 解 题 中 的 作用 就 体现 在 ; 化 -为 多 . 化 复杂 
为 简单 、 化 多 为 少 、 化 无 限 为 有 限 . 换 吉 之 ， 要 选择 一 个 适当 
的 分 类 标准 ， 将 原 米 比较 复 东 的 问题 化 为 车 下子 问题 ， 而 选择 
分 类 标准 的 关键 在 于 分 类 后 得 到 的 各 个 子 问题 应 当 是 熟悉 的 或 
易 十 解决 的 问题 ， 从 而 能 通过 对 各 个 子 问题 的 解决 而 最 终 解 决 
原 问 题 ， 
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应 用 分 类 思想 解 题 这 必须 遵循 以 下 原则 : 

1]. 分 类 必须 包 会 原 题 日 中 所 有 可 能 出 现 的 各 种 情况 ， 没 
有 泪 潮 ; 

2. 任何 两 类 之 间 互 相 排 斥 ， 没 有 重 适 ， 

3， 每 次 分 类 必须 使 用 问 一 标准 ; 

4. 各 类 情形 都 应 比 原 问 题 易 于 解决 . 

例如 ， 我 们 考察 下 列 问 题 ， 平面 上 给 出 了 5 个 点 ， 其 中 任 
意 3 点 不 共 线 ,证 明 : $ 点 中 必 有 + 点 是 -个 凸 四 边 形 的 四 个 
顶点 ， 

我 们 可 按 5 点 的 凸 包 分 为 三 种 情形 :; (1) 4 
5 点 的 凸 包 为 凸 五 边 形 ; (2) 五 点 的 凸 包 为 凸 
四 边 形 ; (3) 五 点 的 凸 包 为 入 ABC， 其 余 两 
点 卫 , 瑟 在 和 ABC 内 . 对 于 情形 (1) 和 (2) 
结论 显然 成 立 ， 对 于 情形 (3)， 因 为 任意 三 点 8 
不 共 线 ， 直线 DE 必 与 全 ABC 的 两 近 相 交 而 
与 第 三 边 不 相交 ， 设 直线 DR 与 线段 BC' 不 相 
交 ， 则 四 边 形 EDBC 为 四 四边 形 (如 图 5-2)。 半 是 ， 通 过 分 
类 讨论 ， 我 们 轻而易举 地 得 到 问题 的 解答 . 

应 当 注 意 ， 对 于 同一 个 较 复杂 的 问题 ， 如 果 取 用 的 分 类 标 
准 不 同 ， 那 么 解决 问题 的 繁 简 程度 往往 差别 很 大 .如 上 例 中 ， 
如 果 我 们 先 以 其 中 三 点 为 顶点 作 -- 个 三 角形 ， 再 按 其 余 两 点 关 
于 这 个 三 角形 的 位 置 的 不 同人 情况 分 类 进行 讨论 ， 就 显得 异常 的 
复杂 ， 大 大 增加 了 解 题 的 难度 . 因此 ， 进 行 分 类 讨论 之 前 ， 应 
当 对 题目 先 作 一 亚 深 入 的 分 析 ， 并 将 凡 种 分 类 标准 作 适 当 比 
较 ， 选 择 恰当 的 分 类 标准 ， 尽 量 简 化 分 类 过 繁 的 现象 .其 次 ， 
对 于 菜 些 数学 问题 ， 如 果 先 利用 已 知 条 件 ， 限 制 题 目 中 涉及 的 
量 的 范围 ,再 进行 分 类 讨论 ， 常 常 能 使 问题 简化 . 
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图 5 一 2 


例 已 知 大 为 止 整数 ， 若 方程 x 一 2t1 2&)T + 一 7 
= 人 至 少 有 一 个 整数 根 ， 求 上 的 值 ， 


分 析 : 车流 常规 电路， 先 解 出 r = 二 -全 三 二， 然 


后 就 下 的 取 什 进行 分 类 讨论 . 人 这 种 讨论 是 十 分 入 杂 的 ， 
但 如 果 注 意 到 “此 是 正 整数 ”这 一 已 知 条 件 ， 由 原 方程 得 上 = 


1 (rz 2)， 和 解 得 -3 过 z 亏 ] ， 于 是 仅 对 区 = 一 3， 


-1， 0， 上 四 种 情形 分 类 讨论 ， 就 很 容易 得 出 问题 的 答案 为 大 
=1 或 上 =5， 
最 后 ， 对 于 某 些 含有 分 类 讨论 因素 的 问题 ， 如 果 能 根据 题 ， 
目 条 件 中 的 特征 ， 灵 活 采用 一 定 的 解 题 策略 ， 有 时 可 避免 进行 
复杂 的 分 类 讨论 . 


例 求 向 时 满足 下 列 两 个 条 件 的 所 有 复数 (A) z+ 


是 实效， 是 1< z+ 下 6; (B) := 的 实 部 和 应 部 都 是 整数 ， 
分 析 : 按照 常规 思路 ， 设 == + iy (r，yERR) 代入， 

再 对 x，;y 的 取 值 情形 分 类 进行 讨论 ， 虽 然 能 求 出 问题 的 正确 

A 


二 +， 贡 1 之 1: 旋 6， 且 鼎 求 出 = V0 ， 皇 由 x 的 


虚 部 二 Fv 40 一 上 为 整数 及 1<<1 志 6 得 出 1-2 或 6， 于 是 得 到 > 
=I 2 或 了 + FF 
总 之 。 应 用 分 类 思想 指导 解 题记 应 做 到 ; 定 标 准 { 即 选 定 分 
类 的 标准 ) 、 定 类 别 〈 即 按 选 定 的 标准 将 问题 正确 地 划分 为 各 
个 类 别 ) 、 定 顺序 { 即 对 划分 的 各 类 别 有 序 地 分 层次 进行 讨论 ) 、 
191 


定 结论 ( 即 综合 各 类 情形 的 结果 ，、， 确 定 访问 题 的 最 后 结论 )， 雇 
达到 履 整 为 替 、 化 难为 易 、 化 繁 为 简 ， 直 到 最 终 解 决 问题 的 
月 的 

三 、 分 步 思 想 


对 于 -个 复杂 的 数学 门 题 ， 我 们 一 下 子 解 决 不 了 的 时 候 ， 
就 必须 着 虑 分 几 落 走 ， 也 就 是 将 原 问 题 分 解 成 一 串 徙 此 关联 的 
小 问题 ， 在 这 串 问 题 中 ， 扩 一 个 问题 的 解决 依赖 于 前 一 问题 
的 结果 ， 当 最 后 :个 问题 解 出 时 ， 原 问题 也 就 得 到 了 解答 ， 这 
种 解决 问题 的 思想 称 为 分 纱 思 想 ， 分 类 和 分 步 都 是 对 原 问 题 进 
行 分 解 ， 它 们 的 区 别 在 于 运用 分 类 思想 解 题 时 ， 所 分 成 的 各 类 
情形 是 彼此 独立 的 ， 其 中 任何 一 类 情形 的 解决 不 依赖 另 . -种 情 
形 ， 而 分 步 中 的 一 囊 问 题 并 不 互相 独立 ， 而 是 后 面 的 与 前 而 的 
紧密 相关 . 

企 数 学 研究 和 解 题 中 常用 的 甫 进 、 递 推 、 逼近 等 思 根 方法 
都 属 证 分 步 思 想 的 范畴. 
1. 递 进 思想 

如 困 我 们 遇 芭 一 个 无 法 直接 从 已 知 条 件 导出 结论 的 问题 ， 
可 以 尝试 在 已 知 条 件 ( 起 点 ) 和 关 论 (终点 ) 之 间 设 立 若 干 个 中 途 
点 ， 这 就 是 说 ， 我 们 可 以 党 试 建立 一 连 串 的 小 间 题 ， 每 解决 一 
个 小 问题 就 使 我 们 的 解 题 过 程 向 前 推进 了 . 步 ， 这 样 逐 步 扒 
进 .通过 一 连 串 小 问题 的 解决 使 我 们 从 起 点 出 发 ， 通 过 了 一 个 
个 中 途 点 最 终 到 达 终 点 ， 将 原 问 题 全 部 解决 .这 种 解决 数学 问 
证 的 思想 称 为 递 进 思 想 ， 丸 可 称 为 中 途 点 思想 . 

例 己 知 一 个 四 倍数 是 完全 平方 数 ， 它 的 前 两 位 数字 相 
间 ， 后 两 位 数字 也 相同 ， 求 这 个 四 位 数 ， 

分 析 : 设 所 求 四 位 数 为 N， 它 的 前 两 位 数字 为 +， 后 两 
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六 数字 为 y， 则 有 和 N= 1100+1y ， 直 接 从 已 知 条件 {NN 是 
完全 平方 数 )， 求 出 x ，w 较 困 难 ， 我 们 分 同步 走 . 

第 步 求 出 NN 为 完全 半 方 数 时 ，x，y 应 满足 什么 条 忻 ? 

第 步 根 据 第 -… 步 中 求 出 的 条 件 来 谢 定 x，y 应 取 什 么 值 
才能 使 NN 为 完全 平方 数 . 

第 - 步 的 解答 为 : 由 N= (COUx + yj=1[(llx9x+tx 
+w) 为 完全 平方 数 得 ,r+y 是 11 的 倍数 ， 再 由 1 和 rr+3S18 
得 +w]11, (中 途 点 到 达 ) : 

第 二 步 解答 为 : 由 入 一 11 (X99rtzty)=11l(l1lx9r 
+11)=11*(9r +1) 为 完全 平方 数 知 9.x +1 必须 为 完全 平方 
数据 =1，2,，3,，…, 9 代入 知 促 汗 了 = 了 时 ,9x +1= 了 如 
为 完全 平方 数 ， 所 以 仅 当 -了 ,w= 二 4 时 N 为 完全 平方 数 ， 
于 是 得 册 求 四 位 数 为 7744 (终点 到 达 ). 

对 于 … 个 县 体 的 问题 来 说 ,国难 在 于 应 怎样 分 步 递 进 ( 即 

上 应 怎 样 确定 中 途 点 )。 一 般 涪 来 .针对 具体 的 问题 要 进行 具体 
: 分析. 通常 的 方法 是 : 一 方面 从 已 知 条 件 出 发 ， 盯 住 结 论 逐 步 
往 下 推 . 男方 面 从 结论 出 发 ， 注 意 已 知 条 件 往 上 找 ， 而 所 谓 
顺 推 倒 湖 ， 也 就 是 综合 与 分 析 。 顺 推 的 好 处 昆 每 一 步 都 在 作 正 
确 推理 ， 所 以 能 扩大 对 问题 的 了 解 。 即 个 所 得 到 的 中 途 点 并 不 
- 定 正 确 ， 也 会 获得 一 些 失 败 的 教训 ， 并 从 中 得 到 启发 ， 使 我 
们 能 找到 正确 的 解 征 途 径 [ 色 找到 能 通 向 终点 的 中 途 点 )， 倒 潮 
的 好 处 是 解 题目 的 明确 ， 常 常 可 使 解 是 少 走 刘 路 ， 找 到 -条 遂 
何 终 点 的 捷径 . 
例 设 ja 是 满足 
1 = 


的 实数 列 ， 而 序 列 !A ;由 下 趟 定义 ， 


六 
外 
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fi ul1l_1l 
六 = 上 (1 rt © 
证 时: 对 所 有 m=1，2，3，… 有 Dss 加 和 2 成 立 ， 


分 析 : 出 已 知 条 件 中 知 {1 2 去 > 放 有 5, 之 
HR 


为 了 推出 5 所 2， 必 须 将 b, 的 表达 式 回 变 形 ， 使 和 式 便 于 个 
计 ， 联想 到 
{+ L)-1 1 -1 上 <1; 


kN HES Un da, Rn 
自然 将 他 改写 为 
ef ee 
bn = Ge lar 多 


如 果 有 -和 :<2 ， 那 么 结论 便 可 得 证 ， 但 满足 题目 条 件 四 的 数 


aR 


= Tl oo (kr + 


中 和 1 一 
到 不 保证 满足 一 二 2 ， 例如 由 = 时 ， 


V 


=) ”虽然 失败 了 ， 但 分 析 失败 的 原因 是 “二 中 分 子 的 次 数 为 
A 


1， 高 于 分 二 的 次 数 广 ， 再 考虑 将 分 子 分 母 部 变 成 二 次， 为 此 ， 
将 图 再 变形 为 


z 1 1 Ye 
b, 中 十 一 =){ 一 后 Rl 

mV a Vallva., va Va 
Va 2 大 ) @ 


1 
1 
= Fr 1+ . 
#1 Va | var | lv Ap- Va 
及 由 已 知 条 件 中 有 
| wa | - ] 1 . 
|1+ |， 一 一 一 -一 全 0， © 
Yk 人 Var J Va 1 Van 
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于 是 得 到 
加 1 1， [ -了 | 
A va | 2 Va 


-2 人 -去 )j<>. 
以 十 “ 顺 推倒 测 " 的 过 程 中 得 到 一 条 从 已 知 到 结论 的 通路 ， 

巨 知 一 二 一 由 一 加 一 结论 . 

其 中 国 ， 直 、 国 便 是 通过 分 析 与 综合 找 出 的 中 途 点 . 

总 之 ， 解 题 中 运用 递 进 的 思想 ， 丛 当地 选择 中 途 点 ， 就 能 
化 复杂 问题 为 简单 问题 ， 化 长 途 为 短途 ， 中 途 点 就 好 像 登 山 时 
的 一 级 级 台阶 ， 沿 着 台阶 -级 又 一 级 向 上 攀登 ， 则 一 定 能 达到 
登 土 高 峰 的 目的 . . 

2. 递 推 思想 . 

对 于 已 知 条 件 和 缚 论 都 与 自然 数 相关 的 问题 ， 常 常 可 先 确 
定 一 个 或 几 个 初始 值 ， 然 后 一 个 一 个 地 进行 计算 、 观 察 、 分 析 
和 比较 ， 并 概括 其 规律 ， 从 而 建立 某 种 递 椎 关系 ， 最 后 利用 递 
推 关 系 解 题 。 这 种 几 于 解决 问题 的 思想 称 为 递 推 思想 . 

例 ”把 一 个 略 分 成 #n 个 不 相等 的 房 形 ,依次 记 为 S1， 
S23， """，S, (n 之 2)， 每 个 启 形 可 用 红 、 黄 、 获 三 色 之 一 着 
色 ， 但 要 求 相 邻 的 两 个 扇形 不 同色 ,那么 有 包 少 种 着 色 方 法 ? 

分 析 : 设 着 色 方 法 总 数 为 r,， 易 知 r; =3xz=6. 下面 
考察 工 , 与 r -1 的 关系 。 首先 S; 有 3 种 染 法 ， 则 S; 只 能 当 
5; 以 外 的 两 色 。 有 2 种 方法 ，…，S, 只 能 染 S,_ | 外 的 两 色 ， 
有 2 种 方法 ,于 是 共有 3x2"-! 种 方法 .但 这 样 仅 保 证 了 5; 
与 Si. (27 人 nn) 不 同色 ， 不 能 保证 S, 与 S 不 同色 . 故 有 
两 种 可 能 : 若 5, 与 Si 不 同色 ， 则 有 x, 种 上 方法; 若 S$, 与 9) 
同 鱼 ， 则 可 将 S, 与 Si 台 在 一 起 看 成 一 个 扇形 ， 从 而 有 x .1 
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种 方法 ， 于 是 得 到 递 排 关 系 : .7 + .7 .1 二 3xX2”"!。 解 这 个 递 
推 关系 得 x 二 2”+ (一 1)*-2 ， 此 即 为 所 求 的 着 色 方 法 数 . 

从 上 例 可 以 看 出 ， 利 用 递 扒 串 想 指 导 解 感 的 步骤 嘴 : 第 一 
步 求 初始 值 ; 第 一 步 建 记 递 推 关 系 ; 第 三 步 利 用 递 推 关 系 解 
题 . 上 述 三 步 中 最 关键 的 一 步 是 建立 递 推 关系 - 如 果 递 推 其 系 
是 由 不 完全 归纳 法 或 由 观察 靖 测 的 ， 那 么 递 推 关系 的 正确 性 还 
必须 进行 严格 的 证 明 ， 递 推 其 系 常见 的 形式 除了 等 式 递 推 基 系 
外 ， 还 有 不 等 式 递 推 关系 、 问 余 递 推 关 系 、 整 除 弟 推 关系 等 
等 ,需要 建立 什么 形式 的 首 推 关系 ， 常 常 可 由 问题 的 性 质 来 确 
定 . 其 次 ， 求 初始 值 是 很 重要 的 ， 因 为 没有 初始 值 ， 递 推 关 系 
就 困 缺 乏 基础 而 成 为 空中 楼 几 ， 初始 值 应 求 玫 个 ， 应 由 递 推 关 
系 来 确定 ， 例 如 递 推 闫 系 为 2 = 六 ri (7 
二 1) 时 ， 初 始 值 必须 求 出 二 个; .riI，x3，…， Th， 才 可 能 利 
用 上 述 递 推 关 系 进 行 下 一 步 的 计算 或 推理 .然而 我 们 常常 在 建 
立 递 推 关 系 前 求 初 始 值 ， 这样 做 的 好 处 是 从 简单 、 特 殊 情 形 做 
起 有 助 于 天 懂 题 意 ， 同 时 从 中 常常 可 以 发 现 相 邻 项 之 间 的 联 
系 ， 从 而 有 助 于 递 推 关系 的 建立 . 不 过 建立 好 递 椎 关 系 后 应 加 
过 头 来 检查 一 下 ， 看 求 出 的 初始 值 的 个 数 是 否 符 合 要 求 ， 多 了 
则 可 以 去 掉 ， 不 够 时 则 应 补 求 几 个 ， 最后、 求解 递 椎 美 系 或 利 
用 递 推 关系 进行 推理 ， 除 了 几 种 特殊 的 递 推 基 系 (例如 常 系数 
线性 递 推 关系 ) 外 ， 并 无 一 个 国定 的 模式 ， 当 常 需要 合用 一 系 
列 数学 方法 和 技巧 ， 例 如 利用 选 代 、 赫 加 、 累 乘 等 于 段 来 解决 
问题 .比如 上 例 中 递 推 关系 rm + =3y2*-1， 可 通过 令 


3 六 及 本 化 为 ww = -二 = 1 解 者 ， 也 可 以 埋 接 迁 


代 解 出 : mw 3x27 1 -32 1 -3 2 
二 了 X227 1 一 号 X28 24 十 【- ] 2 3%x 32 +【 一 LY- 3x2 
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(~ 1)" 323x2.1 让 (0.2+28 ， 此外， 有些 问 
其 公公 只 有 一 种 通 扒 关 系 ， 还 很 难 解决 问题 。 此 时 ， 还 必须 进 
~… 步 探 坟 新 的 递 推 关系 ， 

例 股本 1 = -1 二 -2c (3)， 
证 明 ， 当 2 时 ，2” 1-7c3 1 是 .个 完全 平方 数 ， 

分 析 : 我 们 只 须 证 明 当 3:22 时 ， 存 在 整数 关 闻 0 及 整数 
9 使 下 列 新 的 递 推 美 系 成 立 ; 2” "i 一 Ya (pa + gan-1)?， 
而 自 er 1 4s= -1, ui, as=3 代 和 得 户 =2， 9=2, 
故 只 须 证 明 2 376 .二 (2 + a 2， 而 这 不 难 利用 数 
党 相 编 法 证 明 ， 于 是 、 通 过 建立 上 述 新 的 递 扒 关系， 使 问题 立 
节 得 到 解决 ， 
3. 遏 近 思 想 

通 下 思想 可 以 '~ 直 追 淹 到 我 国 十 代数 学 家 刘 徽 用 * 割 医术 ” 
来 求 圆周 率 x 的 近似 证。 所谓“ 割 贺 术 "就 是 用 -系列 图 内 接 
正 多 边 形 的 闷 长 和 而 积 来 示 近 图 的 周 长 和 面积 。 当 圆 内 接 正 多 
边 形 的 边 数 逐 渐 增加 、 其 周 长 和 而 积 就 赴 来 越 接 近 加 的 局 长 和 
击 各 ， 刑 数 党 语言 来 讲 就 是 圆 的 周 长 和 面 税 分 别 是 圆 内 接 正 多 
边 形 的 周 长 和 击 积 当 边 数 无 限 增 多 时 的 极限 值 ， 极 限 思想 就 是 
一 种 艇 晤 本 的 遂 近 思想 ， 它 在 现代 数学 分 析 中 有 善 重要 的 、 不 
可 装 代 的 作用 ， 在 实数 理论 中 用 有 理 数 冯 返 无 理 数 ;在 微分 学 
中 用 平均 变化 率 通 近 唐 时 释 化 率 ; 在 积分 学 中 用 有 限 和 四 近 天 
限 和 和; 在 线 数 晨 论 中 用 多 项 式 遍 近 画 数 等 等 部 是 极限 思想 的 具 
体 运用 ， 久 好 在 求 微分 方程 的 解 时 ， 常 常用 差分 法 或 右 限 元 法 
将 微分 方程 离散 化 得 到 -个 线性 方程 组 ， 玉 出 线性 方程 组 的 解 
襄 得 到 微分 六 程 的 近似 解 ， 且 当 划 分 越 来 越 缕 时， 所 得 线性 方 
程 组 的 解 就 越 来 越 逼近 微分 方 穆 的 解 ， 因 此 ， 离 般 化 思想 也 是 

197 


一 种 重要 的 逼近 思想 .当然 ， 遂 近 并 非 只 是 求 裤 限 和 用 离散 变 
量 代 着 连续 变量 进行 近似 计算 . 一般 说 来 ， 在 解决 数学 问题 的 
过 程 中 ， 常 常 一 开始 放宽 条 件 、 降 低 要 求 得 出 问题 的 一 个 初步 
解答 ， 并 以 此 结果 为 基础 ， 逐 步 加 强 要 求 、 使 之 逐步 符合 其 余 
的 .尚未 满足 的 条 御 。 直 到 满足 所 有 要 求 的 条 件 鸭 上下， 从 而 得 
到 原 问 题 的 解答 .这 种 用 来 指导 解 题 的 数学 思想 就 是 通 近 思 
想 , 由 于 应 用 通 近 思想 解 题 ， 具 有 分 散 难点 ,逐步 突破 难点 的 
功能 ， 因 此 ， 它 在 解 题 中 起 到 非常 重要 的 作用 .在 解数 学 题 
时 ， 常 常用 到 的 逐步 调整 思想 和 逐步 淘汰 思想 都 属于 盘 近 思想 
的 范畴 ， 

(1) 逐步 调整 思想 

逐步 调整 思想 就 是 根据 问题 的 特点 ， 首 先 确定 一 个 初始 状 
态 ， 然 后 从 对 相关 变量 的 调整 (变换 )} 人 和 手 逐步 安排 试验 ， 每 进 
行 一 次 调整 后 ， 就 对 试验 结果 进行 分 析 比 较 ， 找 出 变量 变化 规 
律 ， 刘 有 利于 解决 问题 的 方向 再 安排 下 一 次 试验 ， 从 而 最 终 得 
到 所 需要 结论 的 一 种 思想 方法 ， 

利用 逐步 调整 思想 解 题 的 关键 是 设计 调整 方向 并 确定 具体 
的 调整 过 程 ， 

利用 调整 思想 解 题 有 下 列 三 种 基本 类 型 ， 

a ) 局 部 扰动 遍 近 

对 于 一 个 含 多 个 变量 {因素 ) 的 向 题 ， 可 以 先 假 设 其 中 一 剖 . 
分 变量 不 动 ， 而 让 其 余 变 量变 化 ， 求 出 问题 的 局 部 解 。 再 回 过 
头 来 调整 那些 暂时 加 定 不 动 的 变量 ， 从 而 求 出 问题 的 整体 解 . 
这 种 从 局 部 解 ， 通 过 扰动 [ 即 调整 ) 迁 近 整 体 解 的 思想 方法 常常 
称 为 局 部 扰动 志 近 法 ， 

例 将 正方 形 ABCD 分 割 为 2 个 相等 的 小 方 格 (w 为 自 
然 数 )， 把 相对 项 点 入， 染 成 红色 ， 把 已 ,站 染 成 蓝 色 ， 其 
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他 交点 任意 染 成 红 蓝 两 种 颜色 中 的 一 种 颜色 .让 明 ; 怡 有 三 个 
顶点 同色 的 小 方 格 数 目 必 是 偶数 ， 

分 析 : n=1 时 , 惟有 下 个 顶点 同色 的 小 方 格 个 数 为 0， 
它 是 … 个 偶数 ， 命 题 成 立 . 

下 设 n 安 2 。 首先 考察 特殊 情形 (初始 状态 ): 除 B, DD 
外 ， 其 余 各 交点 缘 染 红色 ， 这 时 恰 有 三 个 顶点 同色 的 小 方 格 个 
数 为 2， 命题 结论 成 立 . 

其 次 ， 再 逐步 进行 调整 ， 每 一 步调 整 都 是 将 一 个 红色 交点 
变 为 监 色 变 点 ， 则 以 此 点 为 大 点 的 小 方 格 归 么 由 三 顶点 同色 变 
为 非 三 顶点 同色 ， 要 人 么 由 非 三 顶点 同色 变 为 三 顶点 同色 .可 
见 ， 每 调整 一 次 ， 不 改变 怡 有 三 顶点 局 色 的 小 方 格 个 数 的 奇偶 
人 性， 而 任何 染色 方式 都 可 由 初始 状态 经 过 有 限 步 上 述 调整 而 得 
到 所以， 在 … 般 情形 下 ， 恰 有 三 顶点 同色 的 小 方 格 个 数 与 2 
的 奇偶 性 相同 ， 即 为 偶数 ， 

. 国 ) 逐步 构造 台 近 

为 了 证 明 存 在 某 种 对 象 同时 洪 足 若干 条 件 ， 我 们 可 以 先 构 
造 一 个 对象 使 之 满足 其 中 一 部 分 条 件 ， 骨 对 构造 出 的 对 象 进 行 
调整 ， 使 之 逐步 满 是 其 余 的 菜 件 ， 直 到 构造 出 的 对 象 满足 全 部 
所 要 求 的 条 件 为 目 . 这 种 解决 问题 的 思想 方法 称 之 逐步 构造 通 
近 法 ， 

例 平市 上 任 给 100 个 点 , 证明， 在 此 平面 内 总 存在 若干 
个 两 两 无 公共 点 的 图 面 盖 住 这 100 个 点 ， 自 这 些 圆 面 的 直径 之 
和 不 大 于 100， 作 每 两 个 赔 上 而 的 路 离 大 于 1 ， 

分 析 : 1 首先 ， 以 给 定 的 100 个 点 为 中 心 ， 直 为 半径 作 
圆 .这 100 个 陪 的 直径 之 和 为 100 ， 

2 ， 第 - -次 调整 : 使 盖 住 100 个 点 的 圆 面 两 两 无 公共 点 日 
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直径 之 和 不 增加 .办 法 是 ; 如 果 有 两 图 Oi 号 0; 相交 或 外 切 ， 
邢 么 可 以 在 线段 003; 上 最 某 点 为 中 心 作 圆 O; 使 中 OU 和 
四 O 〇 都 内 闭 于 四 0 ， 显 然 所 0 的 直径 小 于 或 等 于 所 吕 | 与 
名 DO; 的 肯 乱 之 和 再 总 避 : 内 全 的 已 知 点 到 YO; 的 周 界 的 距离 


不 小 上 小， 这 时 ， 我 们 用 必 O; 代 芝 加 O 入 O，， 在 有 两 加 
上 相交 或 外 切 的 情形 下 。 一 直 这 样 做 下 去 直到 各 加 面 两 两 无 
公共 点 为 止 ， 于 是 ， 我 们 作出 了 (ESKS100) 个 直径 之 和 不 
大 于 100 的 且 两 两 无 公共 点 的 回 而 ， 它 们 不 仅 盖 住 了 100 个 已 
知 点 ， 而 县 每 个 已 知 点 到 关 作 它 的 那个 国 面 的 周 办 的 距离 不 小 


十 请， 设 这 到 个 加 两 两 之 间 的 距离 中 最 小 的 为 d、 则 4 >0 


3 若 q>1， 则 所 作 的 上 个 加 满足 题 日 企 部 条 件 ， 若 0< 
ds1， 则 作 第 .次 调整 : 适当 减少 这 个 圆 的 半径 ， 使 能 满足 


全 部 是 设 条 件 。 事实 上 ， 具 密生 个 因 的 半 称 减少 二 一半 >0， 


则 得 到 的 大 个 圈 耐 仍 盖 住 子 已 知 100 个 点 ， 世 直径 之 和 不 大 


于 100 ， 而 任意 两 图 加 的 距离 之 和 2{ -对 ] 14=1+ 委 >1， 


c)“ 磨 光 " 式 单调 通 近 

所 谓 “ 麻 光 ,就 是 爱 步 消灭 问题 状态 问 的 益 绰 ， 储 之 达到 
平衡 或 均匀 状态 ， 它 通常 的 作法 足 ， 根据 * 麻 光 " 日 标 ， 进行 适 
当 调 整 ， 减少 状态 间 的 差异 ， 疝 越 来 楼 通 近 日 标 . 我 们 称 这 种 
解 题 的 思想 方法 为 " 订 光 " 式 单调 道 近 法 ， 

例 口 知 0<a<r fi=1 2 1， 有 旧 二 十 aa 十 


+ 三 有， 求证 :Sina + sinas 十 二 Siler, nin 全 ) 。 
ni 
分 析 : 记 Stej vase) sinar +sinart+ -+sing,， 则 
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要 证 不 等 式 为 Salaa a ) 拓 生 a 
此 只 要 我 们 将 a1，a3，…、as 逐个 滑 整 到 全 ， 而 每 次 调整 不 
会 使 和 S (1,…,&) 增 加 ， 则 不 等 式 好 可 获 证 . 

不 妨 设 gj 所 过 各 。 因为 gj +art 二 a, 二 及， 于 


一 六 ~ : ， 总 ， 
巧 Gt Qu 将 Ql an 分 别 调 整 为 wa i= 地， tr a 


六 , ， - 
+ 一 一 ， 则 x+az+es+ 和 +ean 二 入 ， 而 与 {alyasyga， 
nn 


四 ao ) 入 (ea 1， G3 Qt + gu) 一 Sinat 十 Sinen 
A 
T 


i 和 + sinl 十 A }| dsin 2 二 Sin sin 
sn +sinlarta,—T 1|=4s I 5 
Ll™ nn tO 2 2 2 


ss0, 所 以 CT 其 中 


grtast tao, = lA, 再 对 a3，as,…，a' 和 作 如 上 济 


2 


糙 ， 至 多 调整 4 -1 次， 可 使 每 个 a, 都 变 成 全 ,上 且 有 S(al， 
ay) 抑 S | 全， 全,…, 人 外]， 从 而 得 到 委 证 的 不 等 式 ， 

总 之 ， 从 上 述 一 些 例题 可 以 看 出 .用 逐步 调整 思想 解 题 的 
主要 技巧 在 于 调整 试验 的 安排 ， 捷 妙 的 试验 往往 能 使 困难 的 问 
疝 迅 速 得 到 解决 ， 由 于 调整 的 形式 多 种 多 样 、 因 此 、 用 逐步 调 
整 思 想 解 决 的 问题 类 型 也 不 限于 上 述 三 种 。 此 外 ， 存 用 和 逐 步调 
整 思想 解 题 时 .常常 还 要 与 其 他 思想 方 法 (如 排序 思想 .极端 思 
想 等 ) 密 切 配 合 ， 才 能 使 问题 下 易 获得 解 次 ， 

(2) 逐步 淘汰 思想 

当 我 们 需要 找 出 满足 - 定 条 件 的 对 象 时 ， 我 们 可 用 给 定 的 
条 件 (“第 子 ") 为 依据 ， 对 所 研究 的 对 象 进行 着 察 ， 把 符合 条 
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件 的 对 象 选 出 来 ， 而 把 不 符合 条 件 的 对 得 淘汰 掉 ， 最 后 得 到 所 
需要 的 结果 . 这 种 用 来 指导 解 题 的 思想 称 为 途 步 淘汰 思想 ， 叉 
称 得 法 思想 . 用 得 法 思想 解 题 的 著名 例子 可 追 湖 到 公元 前 3 世 
纪 和 希腊 数 学 家 爱 拉 多 斯 尼 对 自然 数 N 以 内 的 素数 的 探求 ， 先 
将 1 删 去 ， 再 将 大 于 2 的 2 的 倍数 删 去 ， 然 后 将 大 于 3 的 3 的 
信 数 删 去 ， 接 着 浆 把 大 于 5 的 5 的 倍数 删 去 ，…， 如 此 下 去 ， 
直到 将 工 及 所 有 人 台数 删 去 为 止 ， 亚 下 的 便 是 要 求 的 素数 ， 

用 逐步 淘汰 思想 解 题 的 关键 是 恰当 地 构造 “第 子 ”"， 也 就 是 
确定 淘汰 的 标准 . 由 于 所 轴 到 的 问题 不 同 ， 构 造 * 吗 子 ” 的 方 
法 也 因 题 而 异 ， 应 当 秆 对 具体 问题 作 具 体 分 析 ， 

利用 逐步 海 汰 思想 解 题 有 下 列 四 种 基本 类 型 ， 

4a) 直接 淘汰 法 

它 是 对 所 研究 的 对 象 直接 进行 筛选 ， 找 出 符合 对 件 的 
对 象 . 

例 将 1000 表示 成 若干 个 正 整数 之 和 ， 使 得 这 些 正 整数 
之 积 为 最 大 . 

分 析 ; 设 将 1000 表示 成 ri + 2 十 … + = 1000 (xz1， 
六 2，*…，X, 均 为 正 整数 ) 后 ， 使 乘积 p= .x1r…x, 取 最 大 值 ， 
且 不 妨 设 x 所 7; 守 "所 x ， 于 是 

(1) zi 闫 1, 和 否则 1000= rz+zs++ (xs+1), 而 六 
=zaza (x +1 D>1 rr =p 。 

(2) zwss4 ， 这 是 因为 车 .r, 闻 5， 将 rr， 换 为 两 个 数 xz, 一 2 
和 2, 则 1000= z+ x2t+ 二 x,_1+2+ xn “2), 而 p= 
TERI T1222) rp : 

(3) rr，…，zw 中 可 以 术 出 现 4 ， 这 时 因为 每 个 4 可 用 
两 个 2 代 蔡 ， 其 和 与 积 均 不 变 . 

(4) zl，z2，…，<n 中 不 能 有 3 个 或 3 个 以 上 的 2. 这 
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是 因为 3 个 2 可 用 2 个 3 代 葵 ， 其 和 不 灾 : 2+2+2=3+3， 
而 刁 积 增 大 : 3x3>2x2x2。 

通过 以 上 往 选 其 ，7rl，…，: 只 能 为 2 或 3， 且 2 的 个 
数 不 多 于 2 个. 于是， 将 1000 表 为 332x3+2x2 时 ， 其 乘积 
取 最 天 值 已 =3332.22 。 四 

b) 间接 筛选 法 

它 不 是 直接 对 研究 的 对 蒙 进行 第 选 ， 而 是 对 那些 与 所 研究 
的 对 象 密切 相关 的 某 些 其 他 对 象 进行 策 选 ， 通 过 对 这 些 “ 相 美 
的 “对象 进 行 研究 和 逻 选 ， 间 接地 簿 选 出 符合 条 件 的 对 象 , 

例 黑板 上 写 着 前 ”个 自然 数 ，1，2， … 和 下。， 氛 去 其 
中 一 个 自然 数 后 ， 剩 下 的 各 数 的 平均 值 是 33， 且 知道 擦 去 的 
数 既 不 是 1， 也 不 是 n， 问 擦 去 的 数 是 什么 ? 

分 析 : 本 是 的 困难 在 于 既 不 知道 n 的 值 ， 叉 不 知道 擦 去 
的 数 为 何 数 ， 先 确定 x 的 值 是 关键 . 只 要 将 * 的 值 第 选 出 来 ， 
擦 去 的 数 就 容易 找到 ， 先 考察 两 种 极端 情形 ， 若 控 去 的 数 为 


1， 则 剩 下 的 数 的 平均 信 为 二 1(2+3+ 二 AD)= 二 (w+2)i 
若 探 去 的 数 为 x»， 则 剩 下 的 数 的 平均 人 为 [1+2+.…+ 
(x 一 1)] = 学， 而 忆 知 擦 去 的 数 距 不 是 1， 又 不 是 a， 且 和 
下 的 数 的 平均 值 为 33， 故 应 有 号 <33< 二 (za+2)， 即 64<a 
<66， 所 以 =65 ， 最 后 设 控 去 的 数 为 ， 则 二 (1+2+ …+ 
65 一 z) =33， 解 得 >= 33， 即 控 去 的 数 为 33 . 
<) 比较 第 选 法 
”在 解决 实际 问题 时 ， 常 常 要 进行 .系列 试验 ， 我 们 希望 从 


中 找 出 最 好 的 试验 结 举 来 ， 常 用 的 作法 是 开始 进行 一 个 或 几 个 
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试验 ， 以 后 每 进行 一 次 二 给， 就 将 所 得 结果 与 前 面相 分 的 ~- 个 
或 几 个 起 验 结 果 进 行 比较 、 将 最 差 的 -个 试验 结果 淘汰 ， 其 余 
的 结果 留 干 ， 再 安排 下 -次 试验 ,直到 得 到 比较 满意 的 结果 为 
止 ， 这 时 ， 因 为 什么 居 最 好 的 、 希 望 的 试验 结果 ， 我 们 事先 并 
不 知道 . 因此 ， 每 进行 - -次 试验 后 ， 本 可 能 通过 与 最 好 结果 比 
较 来 进行 利 选 ， 而 只 能 将 相 分 的 试验 结果 比较 后 进行 簿 选 ， 故 
我 们 称 这 种 解决 问题 的 思想 方法 为 比较 蔬 选 法 ， 

在 优选 法 理论 以 及 非 线性 方程 求 根 理论 中 所 用 的 对 分 法 、 
0.618 法 等 等 都 是 这 种 置 想 方 医 的 具体 运用 、 

例 求 Ffz)y=o-2r-S=0 在 [2, + co) 内 的 实 概 , 试 求 
这 个 实 根 的 近似 值 . 

分 析 : 因 疙 21= 一 1<0, 13)=16>0, 知 f(xr)=0 在 区 
间 (2,3) 内 有 一 个 实 根 . 又 gt)= ra-2r2z2(7r 23 在 [2， 
4.60) 夫 单 测 增加 ,所 以 六) = gtir) -5 在 [2,+ oo) 内 单调 增 
加 , 赴 f{x)=0 在 [2. + 2) 内 只 有 人 惟 -- 实 根 xw* 属 于 区 间 
(2,3). 

取 民 = 让 (2+3)=2.5, 由 (2.5)* /2)<0, 知 所 求实 根 
7 必 在 (2,2.5) 内 (这 时 将 3 了 3 策 去 ); 

取 33= 二 (2+2.5)=2.25, 由 /2) .7(2.25)<0， 知 所 求 
实 根 2" 必 在 (2,2.25) 内 {这 时 将 2.5 箭 去 ); 

到 zs= 二 (2+2.25)=2.125, 册 12) 1(2,125)<0, 知 
所 求实 根 rz 必 在 (2,2.125) 内 {这 时 将 2.25 六 去 )i 

取 = (2 +2.125)= 2.0625， 由 A(2.125)， f(2.0625) 
< 类 所 冰 实 根 .+ 在 (2.0625,2.125) 内 {这 时 将 2 利 去 )， 
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也 es 站 (2.0625 + 2.125) = 2.09375, 由 (2.09375)， 
了 (2.125)<0 知 所 求实 根 在 (2.09375.2.125) 内 (这 时 将 
2.0625 迄 去 ); 

取 to = (2.09375+2.125)= 2.109375, 由 /2.09375)， 


(2,109375) 之 0 知 所 求实 根 2 "在 (2,09375 ,2.109375) 内 
{这 时 将 2.125 夭 去 ) 


取 xy = 二 (2.09375+2.109375) = 2.1015625 ， 于 是 |z， 


-er 本 (2.109375… 2.09375) -0,0078125 ， 所 以 x" 的 近 


亿 值 为 2.101, 误差 小 于 0.008 ， 

2) 分 类 筛选 法 

当 解 完 对 象 存 在 的 范围 较 广 不易 进 行 莫 体 比较 筛选 ， 这 
上 时， 我 们 可 以 采取 分 类 的 办 法 ， 逐 … 进 行踪 选 . 使 问题 变 得 简 
单 而 易于 解决 ， 

例 求 出 所 有 自然 数 ww 个 王 个 粮 数 证 8， n+ 46 
都 是 素数 ， 

分 析 : 将 坟 分 为 三 类 ， 3 ，3k8 1， 3 十 2 ， 当 = 3 
于 ， 只 有 让 =1 时 各 二 3 为 素数 ， 这 有 时 +8=1] 以 w+16=19 
篆 为 素数 ; 当 ?=3 引 +1 时 ，x-S=38+9=3( 天 3) 不 是 素 
数 ; 当 症 = 宏 12 时 ，+ 有 一 3 秆 FI: (+06) 不 是 素数 ， 
所 以 、 漠 是 题 日 要 求 的 白 然 数 内 有 - :个 3， 

击 前 面 的 例子 可 以 看 出 ， 对 于 孙 些 不 曙 ( 或 无 法 ) 直接 找 出 
结论 的 问题 ， 如 昌 能 够 根据 如 设 条 件 找 出 各 种 可 能 的 情形 的 
活 ， 那 么 … 般 可 用 得 法 对 各 种 情形 进行 筛选 ， 而 且 往 往 能 泰 
效 , 得 法 宇 要 用 于 处 理 数论 和 组 侣 问题 兰 着 数学 日 新 月 算 地 
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发 展 ， 爱 拉 多 斯 尼 便 立 的 季 法 已 得 到 重大 的 发 展 和 改进 ， 筛 法 
已 成 为 现代 解析 数论 中 最 重要 的 思想 方法 之 一 ， 特 别 值得 指出 
的 是 我 国 蔓 名 数学 家 陈景润 在 1973 年 的 & 中 国 科学 》 上 发 表 了 
用 得 法 证 明 “ 任 何 一 个 充分 大 的 偶数 可 表示 成 一 个 素数 与 另 … 
个 至 多 有 两 个 素 因 子 积 的 整数 之 和 "(这 一 结论 简称 为 (1 + 2)) 
的 著名 论文 后 ， 在 国际 上 引起 了 巨大 的 变动 . 由 于 【1 +2) 这 
一 结论 的 重要 性 ， 人 人 们 曾 先 后 对 它 给 出 至 少 五 个 简化 证 明 ， 其 
中 最 简单 的 证 明 是 我 国 三 位 著名 数学 家 王 元 、 丁 夏 畦 和 潘 承 洞 
给 出 的 .陈景润 的 这 一 结果 在 哥 德 巴赫 猜想 领域 至 今 保持 着 领 
先 地 位 . 此外， 在 对 命题 (1 + 2) 的 证 明 中 ， 陈 景 渔 还 创造 并 使 
用 了 一 种 新 的 加 权 筛 法 ， 后 来 在 数论 研究 中 得 到 广泛 地 应 用 ， 
他 所 来 用 的 把 估计 某 种 集合 中 元 素 个 数 的 间 题 转化 为 计算 另 一 
集合 中 元 素 个 数 的 问题 的 思想 ， 被 国际 数学 界 称 为 转换 原理 ， 
在 数学 中 有 广泛 地 应 用 . 


$5.2 一 般 化 思想 


当 我 们 过 到 某 些 特殊 问题 感到 很 难 解 决 时 ， 不 芒 适 当 放宽 
条 件 或 改变 一 些 条 件 的 限制 ,把 待 处 理 的 特殊 问题 放 在 -. 个 更 
为 广泛 、 更 为 一 般 的 问题 中 加 以 研究 ， 先 解决 - 般 情 形 ， 再 把 
解决 一 般 情 形 的 技巧 、 方 湛 或 结果 应 用 到 特殊 问题 上 ， 最 后 获 
得 特殊 问题 的 解决 ， 这 称 用 来 指导 解决 问题 的 思想 称 之 为 一 般 
化 思想 ， 

由 于 从 一 般 性 问题 人 乎 可 使 我 们 的 视野 更 为 广 亲 ， 避 免 在 
枝 节 问题 上 纠缠 ， 容 易 触及 问题 的 本 质 ， 辣 时 ， 由 于 限制 条 件 
减少 ， 涉 及 范围 增 大 ， 更 容易 引起 联想 ， 发 现 各 种 条 件 与 结论 
之 间 的 内 在 联系 . 此外， 由 于 人 们 对 一 些 一 般 性 事物 (如 数学 
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模型 、 公 式 等 ) 较 为 熟悉 ， 反 而 对 特殊 情形 不 基 了 解 . 因此， 
从 一 般 到 特殊 是 人 们 认识 事物 的 另 一 个 重要 侧面 ， 它 与 从 特殊 
到 一 般 足 相辅相成 、 和 谐 统一 的 两 个 方面 ， 


一 、 模 型 化 思想 


所 谓 数 学 模型 ,常常 指 那 些 和 直接 描述 现实 原型 的 数学 关系 
结 徇 . 广义 地 说 ， 上 凡是 从 现实 原型 抽象 概括 出 来 的 一 切 数 学 概 
念 、 数 学 公式 、 峭 数 、 方 程式 、 定 理 和 理论 体系 等 等 都 可 称 为 
数学 模型 ， 

数学 中 的 模 蝶 化 思想 是 指 遂 过 建立 数学 模型 来 研究 现实 原 
型 的 内 在 性 质 、 特 征 及 其 规律 的 - -种 思想 方法 ， 

实际 问题 千差万别 ， 需 借助 于 数学 模型 来 加 以 研究 的 问题 
不 计 其 数 ， 但 这 些 数 学 模型 大体 可 分 为 外 类 ， 

第 - -类 是 确定 性 数学 模型 ， 这 类 模型 反映 的 现实 原型 具有 
确定 性 和 固定 性 ， 也 就 是 对 象 之 间 的 相互 联系 和 因果 关系 是 必 
然 的 .这 种 数学 模型 的 数学 形式 可 以 是 各 种 各 样 的 谓 数 、 方 程 
式 { 包 括 代数 方程 ， 微 分 方程 .划分 方程 、 积 分 方程 等 等 ) 、 关 
系 式 {包括 逻辑 关系 式 )、 网 络 图 等 等 。 由 此 可 见 ， 对 确定 糙 
模型 使 用 的 是 经典 的 数学 吊 想 方法 

第 二 类 是 随机 数 堂 模型 ， 这 类 模型 是 用 米 处 理 大 数 现象 
的 ， 也 就 是 所 研究 的 对 象 的 变化 发 展 往往 具有 多 种 不 同 的 可 能 
人 性， 但 究竟 出 现 哪 种 结果 ， 却 带 有 倘 然 性 或 随机 性 ， 且 随 着 事 
件 的 大 量 出 现 而 呈现 一 定 的 统计 规律 ， 对 这 类 模型 使 用 的 教学 
思想 方法 主要 是 概率 论 和 数 埋 统计 的 思想 方法 ， 即 随机 思想 


、 方 法 ， 


第 三 类 是 模糊 性 数学 模型 ,由 于 客观 现实 中 许多 对 象 及 其 
关系 具有 模糊 性 (如 “高 个 子 "、“ 比 较 年 轻 "、“ 能 力 较 强 ” 等 
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等 )， 用 确定 性 、 随 机 性 数学 模型 来 处 理 这 类 问题 不 十 分 有 效 ， 
这 就 需要 建立 模糊 性 的 数学 模型 来 处 理 具 厂 模 糊 性 的 现实 对 象 
及 其 关系 .这 种 模型 使 几 的 数学 思想 方法 是 1965 年 美国 数学 
家 查 德 提出 的 模糊 数学 (包括 模糊 集合 和 模糊 逻辑 ) 的 思想 方 
法 ， 芭 异 糊 思想 方法 ， 

第 四 类 是 突变 数学 模型 ， 和 白 然 界 的 事物 的 变化 除了 连续 
的 、 渐 灾 的 以 外 ,还 有 突然 发 生变 化 的 事物 (如 地 震 、 突 然 死 
水 在 摄氏 零度 突然 缚 成 水 、 材 料 突然 断裂 等 等 )， 用 前 述 
三 类 数学 模型 米 处 理 这 类 问题 并 不 能 真实 地 反映 客观 现实 . 因 
此 ， 需 要 建立 描述 自然 界 中 不 连续 的 突变 现象 的 数学 模型 ， 建 
京 这 种 数学 模型 所 使 用 的 数学 思想 方法 是 法 国 数学 家 托 姆 于 
1968 年 在 《结构 稳定 性 和 形态 发 生 学 $》 一 书 中 首先 系统 地 提出 
的 ， 英 闻 数 学 家 齐 曼 将 这 -新 的 理论 定名 为 "突变 论 "。1983 
年 ， 托 姆 出 版 了 《突变 论 :思想 和 应 用 》 一 书 ， 进 . 步 立 述 了 突 
变 理论 的 基本 思想 和 应 用 。 他 经 过 数学 推导 、 出 色 地 证 明了 ; 
形形色色 的 突变 现象 中 内 七 种 基本 的 突变 异 异 来 描述 ， 只 要 这 
个 蛮 变 过 程 的 控制 变 基 椒 超 过 四 维 .这 七 不 基本 模型 是 ， 人 尖顶 
型 、 折 得 型 、 菩 尾 型 、 蝴 蝶 型 、 双 曲 脐 点 型 ， 风 辑 脐 点 型 、 拓 
物 脐 点 型 ， 齐 曼 等 数学 家 把 突变 理论 广泛 应 用 对 力 学 ， 物 理 
学 、 和 后 物 学 中 ， 还 应 用 到 社会 科学 中 ， 有 力 地 证 明了 突变 数学 
模型 是 处 理 现实 世界 中 突 上 变现 象 的 “个 有 力 工 具 ， 

下 面 我 们 仅 对 模糊 性 数学 模 异 和 确定 性 数学 模型 各 举 … 例 
来 作 进 .- 步 的 说 明 . 

“老年 人 "是 模 期 概念 ， 即 是 一 个 模糊 集 台 。 查 德 根据 约定 
的 原则 给 出 了 "* 老 华人 "这 个 模 靖 集合 的 隶属 函数 式 ， 
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| TD; 

“Ti 人 1 ,50. 
二 是 w (55)=0.5, yt60) =0.8. (70). 0.94 ,等 等 。 这 表 
明 50 岁 只 算 " 半 老 "，60，70 岁 的 人 届 十 "老年 人 "集合 的 隶属 
程度 有 0.8, 0,94 .这样 一 米 ， 我 们 斌 能 对 本 来 模糊 的 语言 作 
了 定量 的 诗 咖 | . 

本 书 第 一 章 中 淡 到 的 可 尼斯 您 七 桥 问 题 ， 则 是 一 个 确定 性 
数学 模型 的 例 了 

欧 拉 把 这 个 实际 问题 ， 转 化 为 确定 的 数学 模型 ” -笔画 问 
题 ”， 然 后 用 几 论 的 方法 证 明了 这 样 的 走 法 根本 昨 不 存在 的 ， 

现 将 解决 菠 尼 斯 集 士 桥 问 题 的 过 程 图 示 如 下 : 


(转化 ) 
-次 性 乒 重 复 过 1 |。 实际 种 本 无 解 
全 丰 可能 {返回 ) (地 一 管 画 不 可 能 ) 


一 盘山 来 ， 针对 一 个 现实 问题 ， 构造 一 个 数学 模型 并 非 轻 
而 易 举 的 事情 ， 从 上 例 中 我 们 有 到 至 少 应 当 注 意 以 下 几 点 : ， 
第 …， 必 须 对 实际 问题 所 属 学 村 领域 的 基本 规律 有 所 了 解 
(当然 不 一 定 要 求 是 该 领域 内 的 专家 . 但 了 解 得 越 多 、 越 深刻 
起 好 ). 例 如， 你 要 构造 反映 火箭 运动 规律 的 数学 模型 ， 你 就 
南 要 永 悉 万 有 引力 定律 、 牛 顿 第 二 运动 定律 等 等 。 如 果 不 熟悉 
相 记 领域 的 基本 规律 ， 那 就 应 与 相应 领域 的 专家 合作 来 构造 数 
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掌 模型。 如 果 相 应 领域 里 没有 现成 的 理论 和 方法 可 供 使 用 ， 或 
韦 虽 有 但 不 够 用 。 那 就 需要 自己 去 观察 和 探索 . 总 之 ， 对 实际 
问题 的 背景 及 内 在 规律 了 解 得 越 多 、 越 深刻 就 越 有 利 梅 造 出 有 
效 的 数学 模型 ， 

第 二 ， 要 善于 抓 住 实际 问题 中 的 本 质 因素 和 本 质 联系 ， 剔 
除非 本 质 属性 ， 即 善于 抓 住 一 些 起 关键 性 作用 的 量 和 相依 关 
系 .正如 欧 拉 解 决 如 尼斯 保 七 桥 问 题 时 所 做 的 那样 ， 桥 的 长 度 、 
宽 窗 、 高 低 ， 曲 直 等 都 是 无 关 紧要 的 ， 小 岛 的 大 小 、 形 状 也 是 
无 基 紧 要 的 ， 

第 三 ， 要 善于 运用 数学 概念 、 符 号 和 各 种 表达 式 去 表现 客 
观 现实 对 象 及 其 相互 关系 ， 如 果 现 成 的 数学 工具 不 够 用 时 ， 还 
需要 大 胆 地 创建 新 的 数学 工具 。 正 如 欧 拉 解决 哥 尼 斯 堡 七 桥 问 
是 那样 ， 他 仅 用 点 、 线 这 两 个 最 简单 的 几何 元 素 就 把 七 桥 回 题 
的 数学 模型 构造 出 来 ， 而 且 为 了 解决 这 一 问题 ， 欧 拉 提 出 新 的 
数学 理论 和 方法 ， 为 现代 图 论 这 一 学 科 理 论 的 创立 募 定 了 良好 
的 基础 . 

总 之 ， 为 了 构造 好 数学 模型 ， 必 须要 有 较 宽 的 知识 面 ， 要 
有 较 强 的 数学 抽象 能 力 和 善于 送 用 和 创造 数学 工具 . 此外， 还 
应 将 从 数学 模型 上 得 出 的 结论 返回 到 实际 问题 中 去 检验 ， 由 此 
判断 所 建立 的 数学 模型 是 否 准确 ， 如 果 根 据 实践 检验 还 有 一 些 
问题 ， 即 与 实际 不 符合 ， 述 得 修正 ， 有 时 要 经 过 克 次 反复 ， 才 
能 使 建立 的 模型 更 精确 地 反映 客观 实际 。 最 后 ， 应 该 注意 到 ， 
对 于 同一 个 实际 问题 可 能 同时 建立 几 个 不 同 的 数学 模型 ， 其 优 
劣 的 比较 不 仅 在 于 对 客观 现实 的 模 述 的 精确 性 上 ， 而 且 还 应 该 
表现 在 对 间 题 进行 分 析 处 理 { 计 算 或 推理 ) 时 是 和 否 具有 化 繁 为 
简 、 化 难为 易 等 特点 . 


210 


二 .强化 命题 思想 


为 了 获得 … 个 结论 ,我 们 往往 研究 一 个 更 一 般 的 、 更 强 的 
结论 . 如 果 能 得 出 一 个 更 具有 普遍 意义 的 结论 ,那么 ， 原 来 的 
问题 ， 作 为 其 特殊 情形 ， 自 然而 然 地 获得 解决 ,这 种 用 来 指导 
解 题 的 思想 称 之 为 强化 命题 思想 

有 的 人 自然 要 问 : 解决 一 个 更 - 般 的 问题 ， 证 明 一 个 更 强 
的 结论 ， 不 是 更 困难 、 更 麻烦 吗 ? 通常 情况 的 确 是 这 样 ， 但 也 
不 尽 恕 此. 这 使 得 强化 命题 思想 有 时 很 有 用 ， 对 于 一 些 要 用 数 
学 妇 纳 法 证 明 的 命题 更 是 如 此 ， 正如 前 苏联 著名 数学 家 辛 软 所 
说 的 那样 :“ 在 归纳 法 证 明 中 ， 般 设 命题 当 n 一 1 时 成 立 ， 再 来 
证 它 当 ”时 也 成 立 . 因此 ， 命 题 越 强 ,在 x - 1 的 情形 下 ， 所 
给 的 条 件 也 起 多 ， 而 对 数 ww， 能 证 明 的 东西 也 越 多 ， 但 在 许多 
何 题 中 ， 条 件 较 多 显得 更 为 重要 . ” 

例 ! 已 知 p 是 大 于 3 的 素数 , 证 明 p* 一 1 是 24 的 倍数 ， 

分 析 : 因为 大 于 3 的 素数 都 可 表 成 6n 土 1 {nn&€ 入) 的 形 
式 ， 鼓 改 为 汪 明 下 列 加 强 命题 ; 设 1 为 自然 数 ，p =6n 土 1， 
证 明 靖 - 工 是 24 的 倍数 ， 

这 - -如 强 命题 很 容易 证 明 ， 因 而 谨 题 也 就 得 到 解决 ， 上 例 
中 ， 如 果 条 件 不 改变 ， 由 于 素数 p 没有 一 - 般 表 达 式 供 利用 ， 
处 理 起 来 反而 困难 得 多 . 


例 2 已 知 0<a<1, al=1+a. ai= 二 +at(a3D， 
证 明 对 --: 切 自然 数 ，， 有 aa.>1. 
分 析 ; 因为 由 归纳 假设 a4 >1， 只 能 推出 arr1 = +a< 
由 
1+ a， 而 推 不 出 41>1, 出 要 uit1= 二 +a>1, 几 须 ai< 
此 
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记 。 。 故 将 原 命题 加 强 为 下 列 命题 ， 


己 姑 0<a<E ai=1-o wii- 二 +ataz 冤 证 明 ; 


Tu 


村 一 绥 自 然 数 有 1<an< 了 一， 


刘强 命题 的 证 明 : w=1 时 , ]<ar=1+a=]- < 


2 
1-, 设 a; ! ， Wa = +a<l ra l=—4 < 
[ee 1 一 ch l-a 


] . 目 os +a>fl ar+red=l 邯 er 
a fk 
二 是 加 强 命题 得 证 ， 
上 例 中 如 果 和 不 将 结论 志 蝇 为 a， <7 ， 岂 用 数学 归纳 
法 证 题 时 的 归纳 假设 也 较 弱 . 反而 不 能 得 由 从 #4 一 点 挫 到 #4 一 
上 + ] 的 让 明 。 
例 3 记 吕 为 下 述 自 然 数 吧 的 个 数 : N 的 各 位 数字 之 和 
为 5， 电 每 倍数 字 只 能 取 1，3，4， 求 证 a 为 完全 平方 数 (n 
二 ]，2，3,…){1991 年 全 国 数学 竞赛 高 中 联赛 试题 )， 
分 析 ; 普 先 依 题 旦 条 件 易 得 四 =1，uss =1，2a34 一 2，u4 二 
了 及 2 =o +a t+adaRs)， 但 直接 直 此 式 来 十 明 题 
日 结 论 非 党 肝 玲 ， 我 们 先 将 此 数列 前 而 若 于 项 计 算出 来 ， 看 有 
什么 - -最 的 规律 ， 


| 2 | Hi 


2 | 
15 | 25 2 0 | 0 io 169 273 ，441| 
. | 


"Sx 本 RY 13 13 13x21i2l 
通过 观察 我 们 得 到 下 列 更 - 般 的 结论 : 
加 强 命 昨 在原 题 日 的 条 件 下 ,再 设 一 1 /2 二 2,， 
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有 
而 这 一 加 强 命题 不 难 用 数学 归纳 法 证 明 ， 从 而 原 命题 月 然 得 到 
证 明 . 

从 上 述 元 个 例题 可 以 看 出 、 送 用 加 强 命题 思想 解 题 关键 在 
二 构造 出 一 个 比 原 问题 更 容易 解决 的 加 强 命 镍 来 。 如 何 构造 加 
强 命 题 ” 半 无 方 能 的 一 般 法 则 ， 只 能 针对 不 局 的 问题 作 具体 的 
分 析 . 常用 的 产 法 有 : 1) 将 所 研究 的 对 象 放 在 一 个 包含 它 的 
更 大 的 集合 中 去 装 虚 (如 例 1 中 将 大 于 3 的 素数 放 人 形 如 6n + 
1 的 整数 集合 中 ).，2) 当 进 行 帅 纳 推 理 时 ， 需 要 什么 样 的 条 
件 ， 而 原 题 又 不 其 备 这 种 条 件 ， 则 可 考虑 将 它 补充 到 要 证 的 结 
论 中 去 (如 例 2 中 为 了 要 证 we - 二 +e<1 需 要 w<T 
我 们 就 将 它 补充 到 原 题 构 证 的 绪论 中 去 )。3) 送 用 特殊 化 思想 
方法 ， 对 -系列 特殊 情形 进行 观察 、 分 析 和 比较 ， 归 纳 出 一 个 
更 一 般 的 命题 (如 例 3 所 做 的 那样 )， 

最 后 。 - 般 化 思想 在 解决 数学 发 展 史上 遗留 的 … 些 著名 的 
难题 时 ， 也 发 挥 了 巨大 的 作用 ， 例 如 古 希 腊 提 出 的 初等 几何 尺 
规 作 图 二 人 难题 (二 等 分 任意 角 、 立 广 倍 积 、 化 圆 为 方 ) 的 解决 
下 是 这 样 的 ， 将 凡 刀 作 图 可 能 忻 问 题 一 般 化 ， 转 化 成 代数 方 和 
是 再 有 根 式 解 的 间 题 、 而 最 终 运 用 册 … 艇 的 数学 理论 ( 群 论 和 
超越 数理 论 ) 而 加 以 解决 ， 义 如 数论 中 的 著名 的 费 尔 马 大 定 埋 
(车 # 注 3 为 正 整数 ， 则 方程 2* + ws 无 整数 解 ) 的 解决， 
也 是 通过 将 它 一 般 化 . 转化 成 为 代数 几何 中 -- 个 更 - - 般 性 的 合 
题 ， 而 用 代数 几何 中 的 方法 加 以 证 明 的 ， 可 见 ， 采 用 一般 化 思 
想 是 解决 许多 数学 问题 (包括 一 些 数学 难题 ) 的 -个 重要 的 有 
效 途径 . 
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$5.3 变换 思想 


人 们 在 解决 问题 时 ， 对 未 解决 的 问题 进行 一 系列 变换 ， 将 
它 逐 步 转 化 为 已 知 的 问题 ， 达 到 化 繁 为 简 、 化 难为 易 的 目的 . 
这 种 用 来 指导 解 题 的 思想 就 是 变换 思想 ， 

变换 如 同 “ 翻译”"， 把 辐 . -问题 用 不 同 的 " 语 襄 ”"， 在 不 同 的 
”思维 水 半 二 反映 出 来 ， 如 果 变 换 是 等 价 的 ， 那 么 “翻译 "是 “ 真 
实 " 的 ， 这 时 ， 求 出 的 去 换 后 问题 的 解 就 是 原 问 题 的 解 ,， 如 解 
方程 、 解 不 等 式 时 应 用 同 解 变 形 定理 化 简 就 属于 这 种 情况 ， 如 
果 变 换 不 是 等 价 的， 那么 "翻译 "就 会 失真 ”， 这 时 求 出 的 变换 
后 的 阿 题 的 解 与 诛 问 题 的 解 就 有 一定 的 盖 异 ， 在 这 种 情形 下 ， 
应 弄 清 "失真 ”的 部 分 及 原因 是 什么 ， 以 使 对 "失真 "部 分 作 相应 
的 处 理 ， 才 能 得 出 原 问题 的 正确 解 ， 例如 解 方程 时 如 果 使 用 了 
非 同 解 变形 去 分 母 、 两 边 平方 . 黄 边 康 对 数 等 等 ， 那 么 可 能 产 
生 增 根 或 过 根 ， 就 应 当 将 增 根 舍 去 而 将 遗 根 找 回 来 ,才能 得 到 
原 方程 的 正确 解 ， 

利用 宅 换 思想 解 题 的 过 程 各 表示 为 : 


[ET 
: 推理 或 计算 
+ 


利用 变换 思想 解 题 的 关键 有 二 个 : -个 是 变 什 么 ” 即 确定 
变换 的 对 象 ， 另 一 个 是 择 样 变 ” 即 确定 采用 什么 样 的 变换 ， 

可 以 用 来 作为 变换 的 对 象 可 以 是 数 、 代 数 式 、 函 数 、 数 列 、 
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方程 、 不 等 式 、 几 何 图 形 ， 命 题 等 等 ， 而 数 式 变形 、 变 量规 换 、 
几何 变换 、 命 题 转化 等 则 是 解 古 中 常常 采用 的 变换 方式 . 


一 、 数 式 变形 思想 


在 解 题 时 ， 常 常 要 对 一 些 数 和 式 进行 变形 。 例如 ， 证 恒 等 
式 时 有 和 便 等 变形 ， 解 方程 或 不 等 式 时 有 同 解 变形 等 等 。 变形 的 
虽 的 是 化 繁 为 简 、 化 难为 易 、 化 模糊 为 清晰 ， 从 而 使 问题 得 到 
解决 .在 初等 数学 中 变形 的 内 容 极为 丰富 ， 如 分解、 化 简 、 展 
开 、 通 分 、 约 分 、 根 式 有 理化 、 和 差 化 积 与 积 化 和 差 等 等 ,在 
解 一 个 具体 数学 间 题 时 。 应 当 进 行 哪些 变形 和 具体 如 何 变 形 ， 
常常 需要 一 定 的 技巧 (已 化 成 标准 型 可 直接 套 公 式 、 法 则 求解 
的 题 例外 ) .我 们 将 不 讨论 解 具 体 问 题 的 具体 变形 技巧 ， 仅 仅 
益 述 几 种 用 来 指导 怎样 变形 的 数学 思想 方法 . 

{1》 凑 配 思 想 

凑 是 变形 中 的 一 种 重要 思想 方法 ， 它 指导 估 们 按照 题 中 的 
昌 标 ， 对 题 中 出 现 的 数据 、 式 子 进行 凑合 ， 以 期 达到 某 种 目 
的 ,例如 ， 半 成 能 套用 公式 的 形式 ， 凌 成 能 用 上 题目 条 件 的 形 
式 ， 或 直接 凑 成 题目 结论 所 沉 要 的 形式 等 等 。 配 则 包含 分 配 、 
配对 、 配 方 等 意思 . 配 也 是 变形 中 一 种 重要 的 思想 方法 ， 它 指 
导 人 们 在 解 题 时 ， 对 题 中 出 现 的 数据 、 武 子 进 行 合理 的 搭配 或 
配置 ， 使 其 易于 朝 匣 定 的 目标 进行 数 式 变形 .在 实际 解 题 时 ， 
次 与 配 通常 是 同时 应 用 、 交 进行 的 . 

例 1 设 n 为 任意 自然 数 ， 证 明 ， 存在 无 穷 多 个 正 整 数 
a， 使 nxn*+a 是 合 数 ， 

分 析 : 只 要 选择 e, 使 xn* + a 能 分 成 两 个 整 系数 因 式 之 
积 且 每 个 因子 之 值 大 于 1 就 能 完成 题目 证 明 . 自然 想到 取 a = 
m4( nr 为 正 整数 )， 于 是 有 nn 1 a = nd4+ nt 二 (n+2n2m2+ 
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2 ， 如 昌 再 继续 分 解 ， 轴 系 
数 中 出 现 无 理 数 2 ， 达 不 到 证 明 目 的 ,为 此 ,应 修改 我 们 的 
“ 幅 法 "， 将 站 改 为 2 几 ， 即 令 上 =4am4， 则 有 对 十 = 下 十 
4774 一 (NE 二 45920002 十 4) 一 4n2n 一 【2 十 Dn — (2 mn 2 
= (n+2pn + 2n (nn -2mn +2m)=[ (m+n rm 
[mn 一 n+m] ,和 且 兴 mw 六] 时, {++ 及 (1 ~ 
+ we 的 友 于 1， 内 而 n+a 为 台数 ， 且 由 产 >1 知 有 无 
穷 多 个 a =4wnt? 满足 条 件 . - 

例 2 设 T=11、2，…. n|， 对 于 了 中 的 任意 非 空 于 集 
污 ， 如 果 六 中 元 案 从 大 到 小 排列 为 aj >a2>…>a (1 起 
2)， 那 么 称 el 一 a3+as 一 44 十 十 (一 1)*-iay 为 XX 的 交替 
和 。 试 求 X 的 一 切 非 空子 集 的 交替 和 的 总 和 S ， 

分 析 : 本 题 若 直接 求 每 一 个 子 集 的 交替 和 ， 肯 求 其 总 和 是 
很 困难 的 ， 我 们 设法 将 的 子 集 两 两 配对 ， 而 使 每 一 对 子 集 
的 安 赫 生 之 和 很 窜 易 求 出 ， 于 是 所 有 子 集 的 交替 和 之 总 和 便 可 
求 出 ; 

首先 ， 设 空 集 的 交 圭 和 为 零 ， 并 将 子 集 勾 的 交替 和 记 为 
Sv .其 次 ,将 上 的 子 集 分 为 二 类 ， 第 一 类 中 每 个 子 集 不 含 元 
素 n， 第 二 类 中 每 个 子 集 含 元 穴 n ， 对 于 第 -一 类 中 每 个 子 集 
X， 我 们 将 它 与 第 二 类 中 子 集 X = 六 志 in! 配 成 一 对 ， 显然 
六 | 闫 六 时 大 X 于 是 易 知 Sy + Sv 二 n， 且 按 这 种 配对 
法 ，[ 的 所 有 子 集 ( 包 括 空 集 有 2” 个 ) 共 配 成 2" 对， 故 了 中 
所 有 子 集 的 交替 和 的 总 和 为 ma :27 1， 所 以 S=a2 1 《 因 空 
集 的 交替 和 为 替 )， 

{2) 拆 并 思想 

拆 生 并 指 的 是 分 拆 与 合并 ， 它们 是 变形 中 又 一 个 重要 的 思 
想 方 法 ， 在 解 题 中 有 广泛 的 应用 . 例如 分 解 因 式 时 常常 要 将 其 
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中 一 项 分 拆 为 汞 项 ， 以 便于 进行 分 组 分 解 。 叉 如 求 某 些 级 数 的 
和 S,=wui+as+…+ear 人 时 ， 常常 要 将 每 -项 拆 成 两 项 的 差 ; 
三，2，…*，n)， 于 是 两 两 抵消 求 出 5S, = b， 
一 bn 。 然而 ， 如 通 分 、 化 同 次 根 式 、 化 为 同 底 的 对 数 、 化 为 
同 角 的 三 角 函 数 等 等 运算 则 都 是 为 了 达到 合并 化 简 的 目的 ， 
例 1 设 四 边 形 ABCD 内 接 丁 贺 , 求证 AB: CD + AD: 
BC= AC-BD. 
分 析 : 因 要 证 的 等 式 左边 有 两 项 ， 右 边 4 
只 有 …- 项 ， 故 应 将 右边 一 项 拆 为 两 项 ， 再 证 
它们 对 应 相等 即 可 . 因此 ， 如 图 $- 3， 应 在 , 
AC 上 找 一 点 EE 使 AC: BD= AE :BD+ EC 
ED,， 且 满足 AB"CD= AE'BD, AD:BC= 3 C 


. AB_BD AD_CE 
EC:BD . 即 秆 -5 所" 也 就 是 。 图 4-3 


只 要 在 AC 上 找 五 使 全 4BEcADBC， 和 EBPBCcoAABP， 而 
这 只 材 作 BE 使 人 人 ABE ~ 人 DBC 即 可 实现 ， 于 是 问题 得 到 
解决 . 

例 2 已 知 gj，uz，…，u 为 两 两 互 不 相等 的 正 整 数 ， 


求证 ,过 十. {第 20 届 IMO 试题 ) 


分 析 : 为 了 便于 比较 ， 首先 应 有 
阿 ， 才 能 合并 进行 比较 ， 故 将 > 二 化 为 ,于 是 ， 只 要 证 


明 沪 全 了 >>0 即 可 。 注 意 到 ol，az，…，w 是 丙 两 生 不 相 


等 的 正 整 数 时 ， 必 有 al + eat+ +o 节 1+2+… 二 如， 即 有 
号 (ae 一介 >0， 故 要 证 阅 全 于 >>0， 只 顷 将 左 端 各 式 的 分 母 


£2] 
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逐步 化 为 相同 ， 就 能 将 分 式 合并 ， 从 而 达到 证 明 的 目的 ， 于 是 

得 到 下 列 简捷 证 法 : 

a 
cE 


» 
1 kh Py E? 1 上 


~ artaa)— (1+2) * a 

一 22 Ff 

(arate ta) (+2 1) 
5 


ED 


0 . 


(3) 增 减 思想 
增 包括 增加 变 元 个 数 、 增 加 次 数 、 增 加 维 数 、 添 项 等 等 ， 
碱 则 包括 消 元 、 降 次 、 降 维 、 约 分 等 等 ， 运 用 增 的 思想 指导 解 
题 ， 册 于 变 元 的 增多 ， 维 数 ， 次 数 的 增高 ， 通 常会 认为 将 问题 
变 得 更 为 复 条 ， 其 实 并 不 完全 如 此 ， 例 如， 解 方程 (组 ) 时 ， 由 
于 引入 辅助 变量 虽然 增加 了 未 知 数 的 个 数 ， 但 却 将 无 理 方程 
(但 ?化 成 有 理 方 程 ( 组 )， 或 将 高 次 方程 (组 ) 化 成 低 次 方程 
(组 ), 反 而 使 问题 易于 求解 。 用 增 的 思想 指导 解 题 的 主要 作用 
”在 于 用 量 的 增加 的 代价 去 换 回 质 的 难度 的 降低 ， 而 运用 减 的 思 
想 指 导 解 题 的 主要 作用 是 ， 一 方面 可 以 尽量 缩小 考 虚 的 范围， 
使 条 件 高 度 集中 ， 有 利于 重点 突破 ; 另 一 方面 它 可 以 将 较 复杂 
的 (多 元 、 多 因 式 、 高 维 、 高 次 ) 数 学 对 象 转化 为 比较 简单 的 
“(一 元 、 少 因 式 ， 乱 维 、 低 次 }) 的 情形 ， 众 而 使 问题 易于 解决 ， 
例 1 已 知 sinA +sinB+sinC=0, cosA + cosB t+ eosC = 
0， 求 cos2A4 + cosB+cosC 之 值 ， 
分 析 : 本 题 是 一 个 实数 范围 内 的 问题 ， 直 接 在 实数 范围 
肉 ， 用 三 角 函 数 的 恒 等 变形 来 计算 很 困难 ， 我 们 不 妨 将 它 扩大 
为 复数 范围 内 的 问题 ( 升 维 ) 来 加 以 解决 . 
设 xi; = cosA + isinA, x = 00sB + isinB, xz;= cosC + 
isinC ， 由 已 知 条 件 得 z1 + zz + z3=0， E11 Ey 十 二 3 一 站， 到 | 
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T- 
= zz2 = zz3= 1, 于 是 cos A + cosB+ eos C= + 


1 一 ceosB -ceoseC 3 ， + + cos2 了- 
3 十 7 > (cos2A + cos2B + cos2C ) > 


Refzij2+ xz22+ zx42) ,而 由 已 知 荣 件 可 得 x+ 2 + zy 二 (zx1+ 22 


. 1 .1 1 1 
+ 3) — 2(z122 1 i123 十 zyx4) 一 22 i ta) 一 
£1 十 到 2 十 : .3 
(2 引 =0， 于 是 得 co A + eos B+ cos C= 广 : 
他] 全 2 这 3 


例 2 证明 ; 对 一 切 大 于 1 的 自然 数 ， 有 [1+ 记 (1+ 志 ) 


(+ > 人 二 上 (1985 年 全 国 高 考 数 学 汪 题 ) 
nn 


分 析 : 本 是 困难 在 于 不 等 式 右 端 很 简单 ,而 左 映 却 有 n 一 1 个 
因 式 (多 四 式 )}， 故 应 设法 将 一 些 因 式 约 去 (成 为 少 因 式 )， 注意 


到 若 将 左 端 记 为 A 的 话 ， 则 有 人 = 二. 和， 于 玫 为 了 约 去 
A 的 分 子 ， 分 母 中 的 因数 ， 我 们 可 令 B= {1+ 吉 |{1+ 许 )… 
(5 二) = 于 是 4>B,， Ah>4B= 


2nl 4 6 2n 
站 
2 所 以 A>Y 1>* 季 二， 


二 、 变 量 替换 思想 


变量 蔡 换 思想 又 称 为 换 元 总 想 ， 其 本 夺 之 外 是 用 新 的 变量 
代 换 原 有 的 变量 或 式 子 ， 以 改变 原 间 题 的 结构 和 面 魏 ， 达 到 把 
复杂 和 生 状 的 问题 化 为 简单 和 熟悉 的 问题 ， 从 而 求 出 原 问 题 的 
和 解 的 只 的 ， 
在 初等 数学 中 使 用 的 具体 代 换 有 很 才 ， 例 如 三 角 代 换 、 复 
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数 代 换 、 根 式 代 撞 等 等 ， 对 于 -个 具体 问题 究竟 要 用 什么 代 换 
才 有 效 ， 应 针对 具体 情形 作 具 体 分 析 ， 这 里 往往 需要 丰富 的 联 
想 和 熟练 的 技巧 。 但 从 思想 方法 的 角度 来 考察 ， 常 用 代 换 的 主 
要 形式 有 整体 代 换 ， 局 部 代 换 、 分 步 代 搞 、 均 值 代 换 等 等 ， 

(1) 整体 代 换 

在 数 式 变形 中 ， 有 时 将 … 个 式 于 用 一 个 字母 来 蔡 换 ， 使 得 
总 体 结 构 简 单 ， 关 系 清 晰 ， 便 于 处 理 ( 计 算 或 推理 )， 我 们 称 这 
种 变量 替换 为 整体 代 换 ， 其 中 整体 指 的 是 换 元 的 对 象 ， 

例 1 设 复数 x, 和 z, 满足 

zlZ2 + Az| + Az;=0, ~ 
其 中 A 是 不 等 于 零 的 复数 ， 证 明 ; 
1) [zitAllzt Ai=|Al:; 
21+ 之 | 十 六 | 
2) EA- 2 ” 

(1987 年 全 国 商 考 数学 试题 ) 

分 析 : 控 常 规 思路 ， 设 tathi, =at+bi, A 
= pitar, Bi dD，d， 办 七 R)， 转 化 为 实数 集 上 的 
| 问题 由 于 经 过 这 种 代 换 ， 出 现 的 字母 太 多 且 适 算 复 杂 ， 往 往 

不 得 不 半途 而 废 ， 但 是 ， 如 果 我 们 从 整体 人 手 作 代 换 = = zj + 
4，p8=x2+ 和 ， 则 已 知 条 件 全 变 为 : 
op=|1Al:. | 外 
要 证 结论 化 为 : 
1D el 一 14 ， 2) 息 
这 和 便 是 一 道 十 分 容易 的 题 了 ， 事 实 上 ， 由 @@ 有 |a8gl = | 叭 | = 


141， 且 由 4 天 0 得 8 尖 0， 是 入 = 右 =}4 上 为 正 实数 ， 所 
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以 二 = 
“8 


位 

例 2 设 人 ABC 的 外 接 圆 半 径 为 尺 ， 内 急 阅 半径 为 = ， 
求证 尺 之 2r ， 

分 析 : 在 第 三 章 我 们 曾 用 构造 图 形 的 方法 论证 此 题 . 如 果 
熟悉 欧 拉 定理 归 一 一 2Rr (4 为 外 心 与 内 心 之 间 的 距离 ) 
要 证 明 本 上 题 自然 无 困难 ,但 对 于 不 熟悉 这 -一 定理 的 中 学 生来 
说 ， 解 决 本 题 并 不 是 轻而易举 的 ， 然 而 ， 只 要 设 人 ABC 的 面 
积 为 4， 半 周 长 为 户 , 边 长 为 ea, 五 ,<c， 我 们 帮 郁 下 吉 惧 代 


换 : zx=p+c-ay=r+ea-p， z=a+b-c、 则 易 算 出 入 


= plp ap -Bp FV rr Ira), R= a 

rty(yte)(st+t+r) .24 工人 rw 

By ry(rtytz) "atbte 2 T+ yt 于 
~ teh et s) > 广 沟 

是 及 27 全 各 YE(TT yz 六 十 YY 寺 交 Sr ty)(y 


tr)tzt+ x)Bryr :但 (x + y}(y+ zs) (z+ x)2 Vy: 


2Y yz'2v zx=8ryz ， 故 只 322r 成 立 ， 

从 上 面倒 题 可 以 看 出 ， 经 过 整体 代 换 ， 有 时 可 使 结构 面 狐 
简化 从 而 使 问题 变 得 容易 (如 例 1)， 而 有 时 虽然 使 结构 面貌 表 
面 上 复杂 化 了 ,但 结构 中 各 元 素 之 间 的 关系 却 更 加 明 彰 清晰 ， 
。 便于 我 到 解决 问题 的 途径 (如 例 2). 

{2) 局 部 代 换 

所 谓 局 部 代 换 指 的 是 仅 将 问题 中 一 部 分 式 子 用 新 变量 代替 
市 作 的 代 换 .和 作 局 部 代 换 虽然 会 使 变量 增 客 ， 方 程 (条 件 ) 增 
多 , 但 可 使 结构 简化 、 清 晰 或 降低 变 元 的 次 数 ， 常 常 给 解 题 带 
来 方便 . 
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例 解 方程 Sr?-Trv5sr -1+x-2=0. 
分 析 : 解 无 理 方程 通常 采用 移 项 、 两 边 乘 方 ， 从 闻 化 去 根 
号 的 方法 来 解 ， 这 将 导致 解 高 次 方程 ， 求 解 比较 困难 . 为 了 化 
去 根 号 ， 我 们 可 采用 作 局 部 代 换 的 方法 ， 邮 令 y=Y¥ 5xz2 -1， 
将 原 方 程 化 为 下 列 方程 组 : 
fy +l- rxtxr-2=0, WD D0 


[y=v 571. ly=v 571. 
而 此 方程 组 不 难 北 成 商 个 简单 的 方程 组 ， 于 是 。 原 方程 的 解 就 


很 容易 求 出 了 . 

(3) 分 步 代 换 

有 些 较 复杂 的 问题 ， 常 常 需要 连续 不 籽 地 作 代 换 ， 才 能 使 
问题 简化 ， 从 而 发 现 其 解 题 途径 ， 

例 已 知 ai=1， oos1= 直 (1+4as+ VTT24a) (n> 
1)， 求 a, . (1986 年 前 西 德 数学 竞赛 试题 ) 

分 析 : 为 了 结构 的 简化 应 去 掉 根 导 , 自然 邻 页 = 
Vi724a， 即 4, = 动 (52 ~ 1)， 代 入 原 递 推 美 系 后 化 简 可 得 
26,+1== 履 ,+ 3， 青 作 代 换 5 = c+ 此 (上 为 待定 常数 )， 代 人 得 
2cn+1= Ch 3 一 圳 a 为 了 便于 求 出 Cn 自然 取 此 =3， 即 作 代 
换 久 =*ey+3 后 ， 便 得 出 cntl= 广 cx， 故 Cy 是 公 比 为 六 的 等 
比 数 列 ， 其 通 项 很 容易 求 出 ， 于 是 ， 相 应 地 ,及 a, 也 就 容易 
求 出 了 ， 

(4) 均值 代 换 

有 的 问题 中 同时 出 现 了 两 个 代数 式 A 和 B， 我 们 可 以 作 
代 换 y= 汪 (A+B)，A=y+6, B=y-8, 其 中 9= 寺 (4- 
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B)}. 于 是 ,可 以 将 原 问题 化 为 y+ 了 5，y 一 8 这 样 对 称 的 形式 
来 处 进 ， 如 果 8 较 简 单 其 至 为 常数 ,那么 常常 可 使 原 问 题 简 
化 ， 对 于 含 多 个 代数 式 的 问题 ， 可 类 似 地 作 平 均值 代 换 ， 有 时 
会 给 解 题 带 来 许多 方便 ， 
例 求 方程 (102 + 13)?(Sz+8)(zr+I)= 二 的 实 根 . 
分 析 : 为 了 使 平均 值 更 接近 每 一 个 代数 式 ， 先 把 各 代数 式 
中 的 系数 变相 同 ， 有 : 
(10xr 13)(10r+16) (10r+10)=10. . 
作 均值 代 换 y= 十 (l0z+13+I0z+13+I0r+16+10z+10) 


=10x + 13 ,， 原 方程 化 为 YCy +3)(y 一 3)=10 ， 即 (只 -10) 
(2+1) =0， 可 求 出 实 根 y= 土台， 于 是 得 原 方程 的 实 报 


Lr 
为 = 入 13+v 10). 


、 几 何 变换 思想 


几何 变换 思想 在 现代 几何 理论 和 应 用 上 都 发 挥 着 巨 天 的 作 
用 . 德国 数学 家 克 莱 因 把 几何 学 看 着 是 研究 在 详 换 群 下 图 形 的 
不 变量 和 不 变性 质 的 学 科 ， 在 不 同 的 变换 群 下 ， 便 得 到 不 周 的 
几何 学 . 

什么 是 几何 变换 呢 ? 几何 变换 就 是 平面 到 自身 的 一 个 一 一 
映 庙 。 设 在 这 个 映射 下 ， 图 形 下 对 应 着 图 形 玉 ,车 .A 是 下 的 
任意 一 点 ， 通 过 建立 的 变换 对 应 着 图 形 FF’ 中 的 点 A"， 则 点 A” 
叫做 点 4 的 象 , 点 A 是 做 4A 的 原 泉 ， 

若 仅 改变 图 形 的 位 置 ， 而 不 改变 图 形 的 形状 和 大 小 ， 这 种 
变换 称 为 合同 变换 ; 若 不 仅 改 变 图 形 的 位 置 ， 而 且 改 变 大 小 > 
但 形状 不 变 ， 这 种 变换 称 为 相似 变换 . 


1 
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1. 合同 变换 

在 平面 到 自身 的 -一 映射 下 ， 如 果 任 意 线段 的 长 和 它 的 象 
的 长 总 相等 ， 那 么 这 种 几何 变换 称 为 合同 变换 ， 

在 合同 变换 下 ， 共 线 点 宰 成 共 线 点 .射线 变 成 射线 ,平行 
线 尝 成 平行 线 ， 和 角 、 三 和 角形、 多边形 和 圆 分 别 变 为 与 它们 全 等 
的 角 、 三 角形 、 多 边 形 各， 因此， 两 点 间 的 距离 、 角 度 、 线 
舟 的 长 度 ， 面积 等 都 是 合同 变换 下 的 不 变量 . 

常见 的 合同 变换 有 反射 、 平 移 和 旋转 二 种 . 

(1) 反射 

在 平 而 到 自身 的 一 一 映射 下 ， 若 任意 … 点 A 与 它 的 象 入” 
的 连接 线段 ， 都 被 定 直线 ! 所 垂直 平分 ， 则 这 种 变换 叫做 关于 
直线 1 的 反射 或 对 称 ， 直 线 ! 叫 向 度 射 轴 ( 或 对 称 轴 )， 点 让 叫 
做 点 各 关于 办 /的 对 称 点 ， 

显然 ， 对 称 轴 上 的 点 在 反射 变换 下 是 不 动 点 .对 称 轴 及 重 
直 于 对 称 轴 的 直线 在 反射 变换 下 是 不 动 直线 ， 在 反射 变换 中 ， . 
任何 一 条 直线 与 它 的 对 应 直线 或 相交 于 对 称 轴 或 互相 平行 ， 且 
对 应 钱 眉 的 长 度 总 相等 ， 因 此 反射 是 一 种 合同 变换 . 

.， 例 1 (蝴蝶 定理 ) ” 设 M 是 巴 口 中 弦 4AB 的 中 点 ，CD 
和 和 于 F 分 别 是 过 M 点 的 两 条 强 ， 连 接 DE 和 CF 分 别 交 AB 于 
PP 和 两 点 ， 则 PM= MQ. 

分 析 : 如 图 了 5 一 4， 以 OW 为 对 称 轴 作 
MC 的 对 称 图 形 MC ， 要 证 PM := MQ， 只 要 
证 CP 与 CQ 关于 OM 对 称 ， 故 只 需 证 -5 
二 XL6=AL7， 而 这 只 要 证 C、M、 P、E4 
共 圆 ,但 这 可 从 CEP+ ACMP= ACEP. 
+ 人 LA4= 人 LCEP+A3=180" 得 出 

(2) 平移 
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在 平面 到 自身 的 一 一 映射 下 ， 若 每 一 个 点 A 到 它 的 象 点 


A 所 连接 的 有 向 线段 AA 等 于 定向 量 了 ， 则 这 种 变换 媚 平移 ， 
# 的 方向 时 平移 方向 ,5 的 长 度 叫 平移 距离 。 

平移 没有 不 动 点 ， 但 有 无 穷 多 条 不 动 直线 ， 即 平行 于 平移 
方向 的 所 有 直线 ， 

在 平移 下 ,车 A，B 的 象 点 分 别 是 4 ，8'， 则 AA' 颇 
BB'， 从 而 AB 之 及 宇 '， 这 表明 平移 也 是 一 种 合同 变换 ， 

例 2 设 P 是 可 ABCD 内 一 点 ， 使 一 
得 PAB = LAPCB .证明 ; /PBA = 
ZPDA. : 


PP', 则 已 知人 会 45B 当 和信 DPC, 于 是 人 1 
= 人 A3= A6， 权证 /3 = 4， 只 要 
证 A6= 4=A5， 从 而 只 要 证 已 ，P，C， 吓 共 出 ， 但 这 可 由 
7= AL1= A2= -8 立即 证 出 ， 上 


(3) 旋转 

”在 平面 到 自身 的 一 一 映射 下 ， 若 任意 一 点 A 和 它 的 象 点 
4 到 平面 上 一 定点 口 的 距离 总 相等 ， 且 AOA “每 于 定 角 9， 
这 种 变换 叫做 关于 点 O 的 旋转 ， 点 O 叫做 旋转 中 心 ， 叫做 
旋转 角 

在 旋转 下 。 除 中 心 外 没有 其 他 不 动 点 ， 一 般 情形 下 也 没有 
不 动 直线 (除非 旋转 角 等 于 180" 的 整数 倍 ) ， 当 旋转 角 等 于 180* 
时 ， 每 对 对 应 点 入，A “与 中 心口 在 一 条 直线 上 且 线 段 4A' 补 
口 平 分 ， 这 种 特殊 的 旋转 叫做 关于 点 O 的 中 心 对 称 ， 点 A' 吊 
做 点 A 关于 中 心口 的 对 称 点 ， 在 中 心 对 称 下 ， 过 中 心 的 直线 
是 不 动 直 线 , 设 在 旋转 变换 下 ，A， 日 的 象 点 分 别 是 A'，B”， 
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图 $-5 


则 易 证 合 AOB 旦 人 AO8 ， 从 而 AB=AB' ,可见 旋 转 也 是 -~ 
种 合同 变换 . 

例 3 ”如 图 $-6， 在 正方 形 4,4:A3;A44 内 任 取 一 点 卫 ， 
由 Ai; 向 AP 引 垂 线 阁 ,由 4: 向 43pP 引 重 线 疡 ， 由 内 3; 向 
A34P 引 迁 线 13， 由 4 向 A1P 引 策 线 /， . 试 证 ， 直线 i1，iy， 
L3， ts 交 于 一 点 

分 析 : 本 题 图 形 复杂 ， 初 看 起 来 似乎 4 4 
无 从 下 手 ， 然 而 正方 形 是 中 心 对 称 图 形 ， 
绕 其 中 心 OQ 顺 时 针 方 向 旋转 90" 时 ，A1， 
及 3，。A3，A4 分 别 恋 成 了 4 ， 册 |， 内 
AA3， 而 直线 PA;,，PA3，PA4，PA; 分 别 
变 成 了 ，i;，13，4， 既然 PA]，PA,， 
PA3，PA4 四 线 相交 于 一 点 了 P， 故 直线 7， 
12>，t3，ts 也 相交 于 一 点 PP“、 
2. 相似 变换 
在乎 面 到 自身 的 一 一 映射 下 ， 若 任意 线段 AB' 是 线段 AB 
的 象 ， 且 4 召 :AB 二 {为 正常 数 )， 则 这 种 变换 叫做 相似 
次 换 ,， 尼 呈 敌 相 侯 比 .在 相似 变 挽 下 ， 著 图形.F 变 为 图 形 所”， 
再 称 图 形 下 与 图 形 忆 相似 ， 记 为 EcoF， 在 相似 变换 下 ， 对 
应 角 担 等 、 对 应 线 且 长 度 的 比 等 于 相似 比 ， 对 应 图 形 面 积 的 比 
等 于 相似 比 的 平方 ， 显然， 合同 变换 是 相似 变换 的 特殊 倩 形 ， 
即 相似 比 二 =1 的 情形 . 

位 似 变 换 是 一 种 特殊 的 相似 变换 ， 它 满足 下 列 条 件 ，1) 
过 对 应 点 的 直线 44 “通过 同一 点 DO 2) D4 :OA = 大 (类 天 和 
为 常数 ) 3) 若 天 >0， 则 4 与 4 在 O 同 侧 ， 若 上 <0 则 内 与 
六 在 口 异 合 ， 
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位 似 变 换 除 了 具有 相似 变换 的 所 有 性 质 外 ， 还 有 下 列 性 
质 ; 在 伺 似 变换 下 ， 对 应 直线 互相 平行 . 

例 将 平面 上 每 个 点 部 以 红 、 茧 两 色 之 一 着 色 ， 证明 ; 存在 
这 样 的 两 个 相似 三 角形 ， 它 们 的 相似 比 为 1995， 并 且 每 一 个 三 角 
形 的 三 项 点 同色 . 〈1995 年 全 国 数学 竞赛 高 中 联赛 试题 ) 

分 析 : 我 们 用 位 似 变 换 来 作出 符合 题 意 的 两 个 相似 三 负 
形 . 因为 五 边 形 的 5 个 顶点 分 别 染 成 两 色 之 一 后 ， 必 有 3 个 顶 
点 同色 ， 故 只 要 作 两 个 相似 五 边 形 使 其 中 一 个 五 边 形 的 $ 个 项 
点 都 同色 即 可 ， 具 体 作 法 如 下 ， 以 定点 O 为 中 心 ， 分 别 以 1 
和 1995 为 半径 作 两 个 同心 图 Cl 和 C2 .在 Cl 上任 取 9 点 ， 
它们 只 能 染 成 红 、 蓝 两 色 之 一 ， 故 其 中 必 有 5 点 同色 ， 设 局 
二 同色 的 五 点 为 4，4:;，43，44，A4;， 作 射线 DA，， 
OA;，OA;3，0OA4，0OAs 与 加 5: 为 别 交 于 日，DB,，Bi， 
Ba4，Bs 五 点 ， 于 是 ， 这 五 点 中 必 有 三 点 同色 ， 设 它们 是 BB;， 
Bi, Bi (li<j<kES), 于 是 从 AAjAi 与 人 BB4B; 相似 ， 
相似 比 为 1995 生 每 一 个 三 角形 的 三 顶点 同色 ， 

上 面 介 绍 了 初等 几何 中 常用 的 几 种 几何 变换 ， 并 举例 说 其 
了 它们 的 应 用 .从 上 述 鲍 题 我 们 可 以 看 出 ， 几 和 何 变换 的 主要 帮 
用 在 于 通过 变换 将 原来 关系 不 太 密 切 的 几何 元 素 ( 点 、 线 、 角 
等 等 ) 和 不 明显 的 几何 关系 ( 共 点 、 共 线 、 平 行 、 垂 直 、 相 等 等 
等 ) 集 中 在 一 起 ， 便 于 发 现 它 们 之 间 的 内 在 联系 ， 从 而 找 出 解 
决 问题 的 途径 . 


由、 命题 转化 思想 


人 们 在 解决 问题 时 ， 为 了 寻找 解 题 族 径 ， 常 常 要 将 一 个 合 
题 的 条 件 或 结论 作 适 当 的 变化 ,构造 ~ 个 新 的 命题 新 的 命题 
与 原 命 顾 紧密 相关 ， 或 等 估 、 或 较 强 、 或 较 弱 、 或 相反 ， 通 过 
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对 新 命题 的 研究 与 解决 以 探求 原 命 题 的 解决 ， 这 种 用 来 指导 解 
题 的 思想 就 是 命题 转化 思想 .实现 命题 转化 的 常用 的 途径 有 等 
价 变换 、 分 析 与 综合 、 反 证 及 反 求 等 等 

(1) 等 价 变换 

如 果 命 题 A 成 立 可 推出 命题 B 成 立 ， 反 过 来 命题 B 成 立 
可 推出 会 题 4 成 立 ， 我 们 就 称 命题 A 与 命题 电 等 价 ， 记 为 A 
SB 


利用 等 价 变换 解 题 的 过 程 可 用 下 列 框 风 表 示 ; 


[项 问 题 ] 等 价 变换 


| 


原 问题 | 。” 逆 变 换 。 ”| 新 闻 是 
的 解答 的 解 和 


因为 一 个 命题 包含 条 件 和 结论 两 部 分 ， 所 以 进行 等 价 变换 
时 ， 可 以 仅 对 条 件 作 等 价 变 换 ， 也 可 以 仅 对 结论 作 等 价 变换 ， 
有 时 则 要 对 条 件 和 结论 同时 作 等 价 变换 ， 即 对 整个 命题 作 等 价 
变换 ， . . . 
怎样 实现 等 价 转化 ? 常用 的 思想 方法 有 以 下 四 种 : 

(改变 观察 问题 的 角度 

有 些 数 学 问题 ,根据 题目 条 件 和 结论 提供 的 信息 ， 按 常规 
思路 去 解决 问题 比较 困难 ， 常 常 需要 突破 思维 定 势 ， 换 一 个 角 
度 去 思考 ， 改 变 观察 问题 的 方向 ， 往 往 能 从 另 一 侧面 发 现 问 题 
的 本 质 ， 从 而 找 出 解决 问题 的 办 法 . 

例 1 在 1984 年 数学 教育 国际 讨论 会 上 ， 有 一 位 英国 人 
提出 了 下 列 问 题 ， 有 4x6 的 方 格 ， 要 在 其 中 18 个 小 方 格 内 放 
治 18 个 奶 郑 ,每 格 内 放 一 个 ， 但 要 求 每 行 、 每 列 内 放 凤 的 怒 
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瓶 数 都 是 偶数 ， 问 应 如 何 放 ? 
逐一 放 和 人 ， 则 总 会 顾此失彼 ， 满 足 不 了 jx| “|x 十 二 
每 行 、 每 列 的 奶瓶 数 都 为 偶数 的 要 求 . 

如 果 我 们 换个 角度 ， 从 "不 放 奶 瓶 ” wt TT 
角度 去 过 考 ; 在 6 个 方 格 内 打 " x "(表示 不 放 奶 产 ， 其 余 18 个 
方 格 内 放 奶 其)， 且 使 每 行 、 每 列 中 打 ” x “的 方 阁 数 为 偶数 ， 
那么 问题 就 容易 得 多 了 ， 如 图 便 是 一 种 放 法 ， 

例 2 集合 AA，B 的 并 集 4UB= al，az，aii， 当 站 
隆昌 时 ，(A, 8B) 与 (B, 4) 视 为 不 同 的 对 ， 则 这 样 的 (A，B) 
对 共用 少 个 ”(1993 年 全 国 高 中 数学 竞赛 联赛 试题 ) 

分 析 : 接 常 规 思路 ( 正 是 竞赛 组 入会 所 提供 的 参考 答案 中 
的 思路 )， 应 护 A，B 中 所 舍 元 宗 的 不 向 情形 (A 为 空 集 、 一 
元 素 集 、 二 元 察 集 、 三 元 察 集 ， 寡 讨论 B 中 合 元 素 个 数 情形 ) 
分 类 进行 计算 ， 才 能 求 出 正确 答案 .. 这 料 做 使 解 题 变 为 复杂 ， 
二 算 量 大 ， 很 容易 出 错 . 如果 我 们 不 从 A，B 包含 野 紫 元 素 
的 角度 去 考虑 ， 而 改 为 考察 41，a;，a3 这 三 个 元 素 属于 4， 
B 的 可 能 情形 去 讨论 ， 则 解答 变 得 非常 容易 。 事实 上 ， 和 
UB=!a)，a;，aa 1 知 每 一 个 元 素 a 扁 于 AA，B 的 情形 只 
三 种 可 能 ; (Da,EA 有 Ha,EB;: @aEA 人 但 a EB8, a; EA 
但 a;EB, 而 一 共 只 有 3 个 元 素 ， 故 组 成 的 (A，B ) 对 共有 3 
=27 种 ; . 

(ii) 变更 表达 问题 的 方式 

有些 数 学 问题 ， 条 件 或 结论 的 提出 比较 降 噬 、 比 较 抽 象 或 
结构 比较 复杂 ， 我 们 常常 让 以 换 一 种 方式 描述 它 ， 使 得 看 起 来 
更 为 清晰 、 更 为 具体 或 结构 更 为 简单 ， 从 而 易于 般 及 问题 的 本 
质 ， 找 到 解 题 的 途径 . 
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例 已 知 二 + 二 | 1 求证 2a， 上 b,c 中 必 有 
两 个 相反 数 ， 

分 析 : 本 题 已 知 条 件 用 等 式 表示 ， 而 结论 却 不 用 式 子 表 
示 ， 难 以 直接 推 证 ， 我 们 将 结论 换 成 为 与 其 等 价 的 形式 ，(a 
+5)(6+ clc+a)=0 这 时 结论 是 一 个 整 式 等 式 ， 而 条 件 
却 是 一 个 分 式 形式 ， 结 构 不 一 致 ， 为 此 我 们 再 将 条 件 改 为 与 其 
等 价 的 形式 (去 分 母 ): (uatbteyltab+act be)— ab=0, 
由 此 展开 整理 便 不 难得 出 要 证 结论 ， 

(i) 构造 一 个 模型 

在 论述 "一 般 化 思想 "的 那 一 节 中 ， 我 们 曾经 指出 将 所 研究 
的 问题 模型 化 ， 是 解决 实际 问题 的 一 种 重要 思想 方法 ， 模 型 化 
的 实质 是 结构 上 进行 等 价 变 换 ， 它 也 是 解决 数学 问题 常用 的 四 
想 方 法 ， 通 过 构造 模型 常常 使 问题 变 得 直观 ， 关 系 更 加 明朗， 
从 而 使 问题 易于 获得 解决 ， 

例 证 明 久 C3.24C .36 = C3,.1， 这 里 [4 了 | 表示 不 起 
过 二 了 “的 最 大 整数 (1994 年 第 9 属 中 国 数学 奥林匹克 试 古 ) 

分 析 : 本 题 通常 用 母 汕 数 方法 或 递 推 方法 去 证 明 ,需要 一 定 
的 变形 技巧 和 较 复杂 的 计算 ， 下面 我 们 用 构造 组 合 模型 的 方法 
来 证 明 , 则 显得 较 简 单 ， 

建立 模型 如 下 ;从 2n+1 个 人 中 选 出 个 人 ,共有 多 少 种 
不 同 的 选 法 ? 

一 方面 从 24+1 个 人 中 选 出 为 个 人 有 C1 种 方法 ; 另 一 
方面 将 2n + 1 个 人 分 成 a 个 丽人 组 及 一 个 一 人 组 : 

lay, qh, fas, aal, er, faze-ts Gan ia D 

对 每 一 个 (0<<h<<n)， 考 虞 恰 有 人 来 自 上 个 2 人 组 ， 每 组 
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选 出 1 人 的 方法 数 ， 因 为 从 中 中 前 5 组 选 出 上 组 ， 每 组 选 1 人 
的 方法 及 "2 种， 其余 n - 人 选 自 镁 下 的 组 . 车 一 为 奇 
数 ， 则 aa +, 必 选 出 ， 其余 #1 人选 自 剩余 的 #- 娄 组， 
有 C 和 = CD 种 方法 ;着 4 -大 为 偶数 ， 则 azn+i 必 不 先 
出 ,余下 上 人选 自 剩余 的 * 了 组， 有 CC。 CI 种 广 
法 . 可 见 ， 不 论 怎样 情况 ， 愉 及 人选 自 # 个 2 人 组 ， 每 组 先 
1 人 的 方法 数 为 Ct -24CU]， 而 各 可 以 为 0,， 1，2,，…， 

上 过 Rr le vA ke] 

从 而 共有 二 Ca 2 C 2 种 选 法 ， 所 以 > 人 Cn 2 [和 

(iv) 选择 有 效 的 记号 

当 有 些 问题 表达 非常 复杂 、 领 述 非 常 嘱 咏 时 ， 常 常 使 人 楼 
不 着 要 领 ， 抓 不 住 问题 的 本 质 ， 感 到 无 从 人 毛 。 这 时 如 果 俗 当 
地 引 人 人 有效 菌 记号 ,， 则 往往 能 将 问题 中 的 内 在 联系 清楚 而 简洁 
地 表示 出 来 . 

例 ”英国 数学 家 哈密 尔 顿 曾 提出 这 样 一 个 问题 在 一 个 图 
G (例如 图 5-7 那样 的 图 )， 能 否 找到 一 条 道路 ， 从 一 个 顶点 出 
发 经 过 所 有 的 顶点 。 蔡 回 到 原来 出 发 的 顶点 ， 侧 不 走 重复 的 线 
路 ， 如 果 存 在 这 样 的 闭路 ， 就 称 为 具有 -一 个 哈密 尔 顿 图 .现在 
要 间 ; 图 5- 7 是 过 有 一 个 哈密 尔 顿 国 ? 

如 果 直 接 对 网 5 -7 进行 验证 ， 将 不 胜 其 舌 ， 但 如 果 像 图 
5-8 那样 给 每 个 项 点 标 上 4 或 3 ( 即 该 顶点 所 连接 的 线 的 条 
数 )， 那么 从 任 一 标 有 3 的 顶点 只 能 走 到 标 有 4 的 顶点 ， 同 样 
地 ， 从 标 有 4 的 顶点 只 能 走 到 标 有 3 的 顶点 。 如 果 存 在 哈密 尔 
顿 胃 ， 标 3 的 顶点 应 该 和 标 4 的 顶点 一 样 多 . 但 图 $-8 中 有 6 
个 标 4 的 顶点 ，8 个 标 3 的 硕 点， 所 以 不 存在 哈密 尔 顿 甘 . . 
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图 $7 赂 5-8 

我 们 在 上 面 介 绍 了 四 种 实现 命题 等 价 变换 的 基本 途径 ， 但 
实现 等 价 变换 的 手段 远 远 不 只 这 些 。 读 者 在 研究 和 解决 数学 问 
题 时 ， 应 善于 运用 等 价 变 措 的 思想 指导 自己 去 变更 所 研究 的 问 
题 . 至 于 水 用 什么 样 的 等 价 变 换 ， 除 了 上 述 的 一 些 方法 及 本 书 
其 他 章节 介绍 的 一 些 方法 (如 变量 赫 换 、 赋 值 .染色 、 同 构 等 
等 ) 外 ， 还 有 待 读者 更 多 地 去 探索 和 总 结 . 

其 次 ， 进 行 等 价 变换 ，-- 定 要 目的 明确 ， 如 果 进 行 变换 后 
得 到 的 命 冉 比 不 来 更 复杂 ， 开 难于 解决 ， 那 么 所 作 的 变换 也 就 
失去 了 意义 ， | 

最 后 ， 等 价 变换 仅 是 众多 变换 中 的 一 种 ， 有 些 问题 用 等 价 
变换 达 不 到 简化 问题 的 目的 ， 而 且 非 等 价 变 换 反 而 能 化 难为 
易 ， 化 复杂 为 德 单 ， 这 里 反 而 要 用 非 等 价 变换 ， 

(2) 分 析 与 综合 1 . 

所 谓 分 析 法 ， 就 是 执 果 湖 因 的 方法 、 它 是 从 结论 出 发 ， 迫 
调 使 结论 成 立 需要 什么 充分 条 件 ， 再 探索 为 了 得 到 这 一 条 件 又 
湖 要 什么 充分 条 件 ， 最 后 归结 至 已 知 条 件 或 已 有 的 结论 (定义 、 
公理 或 定理 )， 其 一 般 证 法 是 ; 要 证 命题 “车 A 则 8B ”， 可 证 
“要 曙 只 要 FF “要 民 只 要 了 "，…,“ 要 站 只 要 CC”", “要 CC 
只 要 A “”“， 面 " 今 有 有 妨 ， 故 有 BB”. 因此 ， 分 析 法 是 在 不 断 地 转 
化 命题 ， 每 转化 一 次 就 使 要 证 结论 向 前 转化 了 一 次 ， 而 结论 每 
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向 前 转化 “次 就 越 接 近 已 知 条 件 或 已 有 结论 ， 最 终 使 问题 得 到 
解决 ， 

所 谓 综 合法， 就 是 由 因 导 果 的 方法 ， 它 是 从 已 知 条 件 出 
发 ， 结合 已 有 的 结论 进行 顺 推 ， 逐 步 推 证 前 提成 立 的 必要 条 
件 ， 最 后 证 得 结论 成 立 。 其 一 般 证 法 是 ， 设 村 证 命 愿 "车 4 则 
互 "， 可 证 * 若 入 则 CC “车 误 则 万 "，…，* 若 了 则 Z"， 
“ 著 Z 则 B”"， 于 是 "车 A 则 B "成 立 ,可 网， 综合 法 也 是 在 不 
断 地 转化 命题 ， 每 转化 一 次 就 使 前 提 向 后 转化 了 一 次 ， 使 已 证 
出 的 条 件 越 来 越 接近 要 证 结论 ， 从 而 获得 原 问题 的 证 明 ， 

通常 解 题 时 ， 并 不 单纯 只 使 用 分 析 法 或 只 使 用 综合 法 ， 市 
是 两 种 方法 同时 并 用 . 一 方面 从 前 提出 发 顺 推 ， 向 结论 通 近 . 
另 一 方 而 从 结论 出 发 倒 闻 ， 向 前 提 靠 拢 ， 两 者 汇合 到 一 一 起 成 为 

一 个 熟知 的 命题 为 止 。 具体 过 程 如 下 : 


全 是 若 4 则 百 
| 如 是 | | 要 要 
| BH 

和 > “| 要 [| 

一 一 综合 (版 推 ) 全 


还 必须 注意 ， 用 综合 法 顺 推 时 ， 不 必 每 次 导出 个 必要 条 
件 ， 用 分 析 法 倒 诗 时 也 不 必 每 次 倒 推 出 一 个 充分 条 件 ， 只 要 有 
联系 就 行 ， 找 到 思路 后 ， 青 判断 思路 是 否 可 行 ， 对 计 推 东 出 的 
地 方 ， 还 应 补充 证 明 . 这 样 做 才 不 致 于 过 于 拘泥 而 使 思路 不 开 
阔 ， 又 不 致 于 由 于 推理 不 严密 造成 漏洞 百出 . 

由 于 分 析 法 、 综 合法 进行 的 命题 转化 往往 是 不 等 价 的 ， 因 
此 ， 这 种 转化 带 有 较 大 的 灵活 性 ， 不 同 的 转化 常常 导致 不 同 的 
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解法 . 
例 已 知 AABC 三 内角 A ，B,，C 成 等 差 数 列 ， 求证 三 


、 1 1 3 
边 满 中 1 FerbTe. 


分 析 :. (1) 由 已 知 条 件 顺 推 ， 
及， 昌 ，( 成 等 差 数 列 一 2B= A+C—*B=60"， 
(ii) 由 结论 倒 淹 ， 


i ol 本 二 _ 器 :下 十 加 十 攻 
要 证 下 + 太 
& 二 ed+c- 一 晶 3 下 二 a 去 口 3 、 十 六 
p+ 二 了 只 要 证 + 1 1 要 证 cc (bt+e)tua 


{tatb}={a+BB + a te -a =b. 

{iii) 至 此 ， 只 要 利用 余 台 定 理 : ?Y= a?+ c? 一 2accosB 
便 可 完成 证 明 . 

(3) 反 证 

反 证 法 是 数学 中 一 种 非常 重要 的 思想 方法 ， 法 国 数学 家 阿 
达 玛 曾经 说 过 :车 肯定 定理 的 假设 而 否定 其 结论 ， 就 会 导致 耶 
盾 , “这 是 对 反 证 法 实质 的 精辟 概括 .具体 说 来 ， 若 肯定 命题 
的 假设 而 否定 其 结论 ， 经 过 正确 的 逻辑 推理 ， 导 出 了 了 矛盾， 就 
证 明了 “否定 其 结论 "是 错误 的 ， 从 而 证 明了 结论 的 正确 性 . 

这 种 证 明 方法 如 果 用 詹 辑 符号 表示 ， 可 投 述 为 : 证 明 命题 
“A-B "(车 A 则 B) 时 ， 如 果 假 设 AAAB(B 表示 结论 的 反面 ， 
和 太太 电表 示 同 时 有 和 A 和 B ) 为 真 ， 在 A 和 BB 同时 成 立 的 条 件 
下 ， 如 果 丙 辑 地 推出 一 个 “C A C 来， 而 根据 矛盾 律 C 与 C 
不 能 同 真 ， 断 定 A 信 B 为 假 ， 再 根据 排 中 律 ， 两 个 互相 矛盾 
的 判断 不 能 同 假 ， 由 此 肯定 命题 “A 一 B "为 真 ， 

反 证 法 的 逻辑 结构 可 简明 地 表示 成 下 列 等 价 命题 : 

“AB"E"AAB*CAC” 二 
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现 用 真 值 表 给 出 这 个 等 价 命题 的 证 明 : 


4 | 日 | A—B B AAB CAC | AAB~-CAC 
010 1 1 0 0 | 
0|1 1 10 0 0 1 
二 | 
1 18 0 | 0 0 
全- 一 | 
1 | 1 1 0 0 0 1 


由 上 表 可 知 ， 对 命题 4 、8 的 一 切取 值 组 合 "4 一 B” 与 “A AB 一 C 
AC" 均 同 真 同 假 ， 这 就 证 明了 “A 一 B" 与 “A AB-~>CAC” 等 价 . 

于 是 ,要 证 明 命 感 "*A ->B"， 可 代 之 证 明 它 的 等 价 命题 
“4 人 互 -CAEG"， 这 就 是 反 证 法 ， 

读者 不 难 用 真 值 表 类 似 地 证 明 命题 "4 一 B "与 其 逆 否 命题 
“万 一 有 "等 价 . 因此， 要 证 明 命 是 “A 一 B”"， 也 可 用 证 明 它 的 
另 一 等 价 命 题 "B 一 A" 来 代替 ,这 也 是 反 证 法 的 一 种 形式 . 实 
际 上 证 明了 "BB 一 A" 后 ， 由 “A 入 BB" 便 可 推出 矛盾 "A 太 A 及 "来 ， 
即 从 结论 的 否定 百出 发 导 至 与 已 知 条 件 A 矛盾 ， 从 而 断言 结 
论 B 成 立 ， 但 一 般 说 来 ， 用 反 证 法 证 题 导出 的 矛盾 ， 除 了 是 
和 已 知 条 件 矛盾 外 ， 还 可 以 与 已 有 的 定理 、 公理、 定义 矛盾 ， 
或 推出 两 个 互相 矛盾 的 结果 可见， 将 反 证 法 的 逻辑 结构 写成 
QD 的 形式 比 写成 "A=B “ 导 “ 记 -> 下 "这 样 的 形式 ， 应 用 起 来 更 
为 方便 . 

用 反 证 法 证 题 的 步骤 是 : 

(i) 反 设 : 假定 结论 的 反面 成 立 ; 

(i》 归 谣 : 由 反 设 的 假定 出 发 ， 结 全 已 知 条 件 推出 蔬 盾 . 
这 个 矛盾 可 以 是 推出 的 结果 与 已 知 系 件 、 公 理 、 定 理 或 定义 中 
任何 一 个 的 矛盾 ， 也 可 以 是 推出 的 结果 与 反 设 或 与 推出 的 另 一 
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结果 的 秆 盾 ; 

(iii) 结论 : 假定 结论 的 反面 成 立 是 不 正确 的 ， 从 而 肯定 
结论 成 立 。 

在 数学 中 ， 太 证 法 的 应 用 非常 广泛 ， 它 被 称赞 为 “数学 家 
的 最 精良 的 武器 之 一 "， 有 关 * 存 在 性 "、“ 惟 一 性 "、" 理 定性 ”、 
“无 限 性 "的 命题 ， 肖 党 采用 反 证 法 ， 对 于 一 些 用 直接 证 法 难于 
奏效 的 问题 ， 也 常用 反 证 法 . 

例 平面 内 ;个 点 之 间 共 连 有 wm 条 线段 ， 且 每 条 线段 只 
与 两 点 相连 . 证 胃 当 ww > 之 (m1 Cw 一 2 时， 任意 丙 点 加 
都 有 折线 相连 通 . 

分 析 : 本 题 要 直接 证 明 任意 所 点 间 都 有 折线 相连 通 是 较 困 
难 的 ， 故 考虑 用 上 反 证 法 ,假设 # 个 点 中 存在 两 点 A 和 日 ， 它 
们 没有 折线 相连 通 ， 并 设 与 A 有 折线 相连 通 的 点 共有 个 (1 
二 kn 一 2)， 它们 是 AI，A3，…，A4， 于 是 上 +I 个 点 有 A， 
A， "A 之 间 至 多 连 有 (1 1 条 线段 ， 其余 一 上 一 1 个 点 
之 间 至 多 连 有 C2 _,_| 条 线段， 并 且 其 余 一 一 1 个 点 中 任何 
点 与 4，A1.…，Ai 中 任何 点 没有 线段 连接 (否则 ,与 4 连 
有 折线 的 点 特 多 于 个 )， 于 是 史 委 (+ C2 ,.;， 而 不 难 证 
出 C+ 全 -人 -HS 六 (一 1)(a 一 2)， 这 与 已 知 条 件 功 之 去 (n 
一 1}(n 一 2) 了 矛盾, 故 原 命 题 成 立 . 

{4) 反 求 

当 我 们 求 一 个 量 x 的 值 很 困难 时 ,可 反 过 来 求 与 x 相关 的 
另 一 个 晤 y, 再 由 之 与 y 的 关系 式 y= f(xz)， 便 可 求 出 来. 
在 证 明 中 也 有 类 似 的 情况 ， 要 证 A 有 性 质 B 有 困难 ， 可 先 证 
A 没有 有 性质, 而 没有 性 质 C 很 容易 推出 必 有 B， 也 就 证 明 
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了 4 必 有 局. 
例 1 求 F(g,8)= Acos2g + Beos(g+8)+ Coosdeost y 
十 信 的 值 与 如 无 关 时 ，4， 归 ， 记 应 满 足 什 么 充 要 条 伴 ? 
分 析 : 按 常规 思路 ， 应 将 式 中 与 * 分 离开 ， 再 今 含 9 
的 式 子 等 于 零 ， 便 可 求 出 4 ， 后，C 应 满 足 的 充 要 条 件 。 但 这 
样 做 不 仅 变 形 技巧 繁 融 ， 而 且 计 算 量 大 .不 如 反 过 来 讨论 ， 既 
然 与 六 的 值 无 关 ， 可 令 9 取 一 些 特殊 值 ， 例 如 ; 
令 8=0,F(0.8)=A+Beos y+ Coosg ， OD 
令 9= 卫 ,得 /[ 全 ,y=Bsin?g ， - 区 
令 9= 一 Y， 得 fgg)=Aws p+ B+ Coosp ， 二 
因 f(9, 9) 与 9 无关, 于 是 (0,， g)=/(3, pg)=f/(-9, 9). 


从 四 ， 加 ，@@ 中 消去 /可 得 4 = 日 = -secp， 序 得 必要 性 ， 
充分 件 则 可 直接 代入 去 证 明 (证 明 略 ) 
一 例 2 . 解 方程 *3+2(Y2+1)zr2+(3+2Vv2jJr+yv=0， 
分 析 ; 这 是 关于 > 的 三 次 方程 ， 直 接 解 太 繁 了 ! 令 a = 
V2+1， 原 方程 化 为 


tIartairt+a-l=0, 


即 Tar+(2r+l)at(r—1)=0., 
当成 a 的 二 次 方程 民 求 出 a= ~ x+ 1 或 = -1 
是 不 难 求 出 + 二 ~， 或 z= -3(2+12) tlV2+4 方 . 
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第 六 章 ”转化 思想 (下 ) 


在 这 一 章 中 ,我 们 将 继续 讨论 酚 种 重要 的 转化 思想 , 即 奠 射 
思想 与 数 形 结合 的 思想 ,它们 可 以 归结 为 第 二 类 的 转化 思 想 . 
映射 与 数 形 结合 不 仅 是 重要 的 数学 思想 ,而 且 还 直接 作为 一 种 
方法 .技巧 ,在 数学 研究 和 解 题 中 发 生 作用 。 


$6.1 映射 思想 


比 * 映 射 " 更 基础 的 概念 是 “对 应 ”, 在 一 般 的 数学 文献 中 是 
作为 一 个 不 加 定义 的 术 庄 使 用 的 ,是 -- 个 最 基本 最 重 变 的 数学 

几何 中 的 各 种 变换 , 代数 中 的 各 种 运算 ,分 析 中 的 各 种 函 
数 , 都 是 对 应 的 合子. 

组 合 数 学 中 的 许多 证 明和 计数 问题 ,都 是 利用 对 应 的 思想 
方法 来 解决 的 ， 1 - 

在 现代 数学 中 ,许多 重要 的 和 概念, 如同 态 . 同 构 . 同 伦 . 同 胚 等 
等 ,无 一 不 是 某 种 对 应 思想 的 反映 .被 誉 为 20 世纪 最 重要 数学 
成 果 的 法 尔 迁 斯 {Faltings ) 定 理 ,就 是 因 证 明了 一 系列 的 对 应 都 是 
同 构 的 ,从 而 解决 了 长 期 县 曾 未 决 的 莫 德 尔 (Mordel ) 猿 想 . 

由 此 可 见 , 对 应 思想 在 数学 中 的 重要 、. 

对 应 思想 也 是 人 类 最 早期 .最 容易 拿 握 的 一 种 思维 方式 ， 
儿童 还 在 牙牙 学 语 的 时 候 , 就 会 使 用 勾 手 指头 的 办 法 来 计数 蔷 
果 的 个 数 ,他 们 将 桌 土 的 苹果 与 自己 的 手指 头 一 一 对 应 。 中 非 
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森林 中 的 某 一 原始 部 落 的 居民 ,在 19 世纪 还 基本 土 没有 数 的 释 
念 , 却 能 用 大 量 的 象牙 与 海外 商人 进行 换 货 贸易 :每 一 包 烟 草 上 
放置 一 支 象牙 ,这 样 就 得 到 两 个 数量 上 相等 的 集合 ,然后 一 方 收 
取 烟 草 , 另 一 方 收取 象牙 ， 如果 要 以 分 别 计数 的 方法 进行 交易 ， 
当地 人 人 是 不 能 接受 的 ， 

我 国 很 早 就 使 用 对 应 思想 作为 研究 的 工具 了 ， 在 我 国 古老 
的 情 家 经 典 4 周 易 》 中 ,将 人 世间 的 万 象 万 物 与 “八卦 "相对 应 , 企 
图 运用 " 易 卦 "中 的 阴阳 交错 .有 光 位 高 低 等 * 卦 象 ”来 探测 宇宙 人 
生 的 奥秘 . 古代 是 相 党 家 将 天 上 的 星宿 与 地 上 的 人 事 相对 应 ， 
通过 对 天 象 的 分 析 来 推测 人 世 的 动态 我国 十 代 的 五 行 学 说 则 
将 万 事 万 物 分 别 与 金 . 木 . 水 . 火 . 土 等 五行" 相对 应 ,力图 利用 
五 行 "相生 相克 的 规律 来 演绎 事物 之 间 的 联系 和 变化 ,等 等 ,. 

由 此 可 见 , 对 应 不 仅 是 一 种 重要 的 数学 思想 ,也 是 人 类 最 早 
期 掌握 最善 中 使 用 的 “种 思想 方法 - 


一 .映射 


1. 序 偶 .关系 .映射 

1921 年 ,波兰 数学 家 库 拉 托 兴 斯 基 研 究 了 对 应 的 结构 关 
系 ,把 它 抽象 出 来 ,给 出 了 “ 序 侦 " 的 概念 ， 

设 4 与 召 是 两 个 集合 ,4 的 元 素 用 cu 表示 ,B 的 元 素 用 6 
表示 ,在 A 中 取 元 素 “ ,日 中 取 元 素 5 ,将 a 与 8 排 成 版 序 后 , 称 
为 集合 A 与 集合 B 之 间 的 一 个 序 侦 . 

例如 , 设 和 集合 4 = 11，2, 31, B= | 奇 , 偶 |, 则 (1, 奇 )， 
(2, 偶 ), (3, 偶 ) 等 都 是 A 与 召 的 序 俏 . 但 (1, 2), ( 偶 ; 2) 等 
都 不 是 4 与 B 的 序 偶 ,因为 (1, 2) 中 的 第 二 个 元 素 不 是 B 的 元 
束 ,{ 偶 , 2) 中 日 的 元 峙 在 A 的 元 素 之 前 ,只 是 日 与 4 的 一 个 
序 偶 ,而 不 是 4 与 B 的 一 个 序 偶 ， 
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把 A 与 B 的 全 部 序 偶 当 作 元 素 作 成 一 个 新 集合 , 则 称 为 4 
与 B 的 -… 个 笠 卡 儿 积 , 记 作 AxB， 
例如 ,集合 4= {1, 2, 3; 与 集合 B=! 奇 , 偶 | 的 全 部 序 侦 是 : 
(1, 奇 )， (1, 偶 ), (2, 奇 ), (2, 侦 ), (3, 奇 ), (3, 侦 ). 
所 以 A 与 互 的 笛 卡 儿 积 是 ; 
六 XB=1(1, 奇 ), (1, 偶 ), (2, 奇 )， 人 担 ), {3， 
奇 ), (3, 偶 );， 
集合 A 与 B 的 管 卡 儿 积 A x 8B 的 -个 子 集 R (或 者 说 入 
与 B 的 一 部 分 序 偶 所 成 之 集 ) 叫 做 4 与 BB 的 一 个 二 元 美 系 ， 
例如 ,上 面谈 到 的 A x 8 的 子 集 
三 1(1, 奇 ), (2, 偶 ), (3, 奇 )i 
是 A 与 B 的 一 个 二 元 关系 ， 这 个 关系 反 遇 了 对 集合 A 中 的 数 
按 奇 偶 性 分 类 的 作用 . 
当 AXB 的 元素 ta. #)ER 时 ,我 们 说 a 与 5 具有 关系 
民 ; 当 (a 0) 各 及 时 , 则 说 4 与 5 没有 关系 RR 
二 元 关系 可 以 看 作 许 多 实际 问题 的 数学 模型 ,也 可 以 看 作 
许多 数学 概念 的 机 象 结构 . 
有 了 序 偶 和 关系 的 概念 ,就 可 以 给 出 映射 的 概念 了 . 
定义 设 了 是 A 与 B 的 -- 个 二 元 关系 ,如 果 对 于 每 一 个 x 
后, 都 有 惟一 的 yE 吕 ， 使 序 偶 {7， 2y)E F 则 称 是 A 到 B 的 
一 个 映射 . 记 作 : 
fiA—*B 
在 初等 数学 中 ,一 般 都 避 开 序 伪 和 关系 的 概念 ,直接 使 用 
“对 耕 " 粹 定 文 映射 : 
定义 设 太 与 B 是 两 个 集合 ,对 每 一 个 xEA, 在 B 中 者 
可 以 还 过 某 种 固定 的 法 则 找到 惟一 确定 的 元 素 y 与 之 对 应 ,出 
称 了 是 4 到 B 的 一 个 映射 ， 记 作 
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FF” 局 
其 中 的 4 称 为 原 象 集 合 ，A4 中 每 一 个 匹 素 了 称 为 映射 的 
原 象 ， 它 对 点 的 元 素 y 称 为 在 映射 了 下 的 象 . 记 作 
i: 工 | 一 >v， 
或 
YY 
直 屿 射 的 定义 可 知 ， 数 党 中 的 各 种 函数 是 一 种 特殊 的 映 
射 ， 平 面 上 的 点 4 对 应 它 的 坐标 (zr,y) 蚌 一 个 映射 ， 将 所 有 
三 角形 中 每 一 个 与 它 的 面积 相对 应 ， 也 是 一 个 映射 
映射 的 具体 内 容 和 方式 是 多 种 多 样 的 ， 但 从 映射 的 结构 分 
析 ， 又 有 满 射 和 单 射 之 分 。 . 
设 了 是 A 到 B 的 一 个 映射 ， 
如 果 对 于 集合 4 中 任意 两 个 不 同 的 元 素 ri 各 ra， 当 zi 
关 ra 时 ， 都 有 
f(r), 
即 A 中 不 同 的 元 素 人 在 B 中 的 像 也 不 启 ， 则 称 是 有 A 到 B 的 
单 射 . 
如 果 对 于 集合 B 中 任 一 扰 素 y， 都 有 A 中 的 元 素 x (至 少 
一 个 )， 使 得 
3 
即 集合 B 中 每 个 元 素 都 是 集合 各 中 某 个 或 某 些 元 素 的 象 ， 则 
称 了 为 4 到 召 的 满 射 ， 
如 打上 映射 了 既是 满 射 ， 叉 是 单 射 ， 则 称 上 为 4 与 妃 之 间 
的 一 个 一 一 上 映射. 
如 果 了 是 4 到 8B 的 个 -一 对 应 ， 且 
f;: zy, 
作 新 的 对 应 : 


呈 : yr, 
则 & 是 集合 8 到 集合 入 的 一 个 映射 ， 称 为 了 的 道 映射 ， 通 常 
记 作 广 '.， 显然 大 :也 是 一 一 对 应 ， 

大 们 特别 重视 一 一 对 应 的 腕 射 . 俗话 说 的 “ 个 钉子 个 
女 ， 一 个 萝卜 一 个 坑 "， 就 是 对 一 一 对 应 的 一 个 通俗 而 形象 的 
概括 . 

2. 映射 的 作用 

映射 之 所 以 成 为 -种 重要 的 数学 思想 ， 可 以 从 一 些 简 单 的 
事例 中 体现 出 来 . 

曾经 在 比萨 斜 塔 土 做 过 著名 的 重力 实验 的 意大利 物理 学 家 
务 利 略 就 曾经 利用 映射 发 现 了 一 个 有 趣 的 现象 ， 帘 称 为 “ 伽 利 
略 的 悖 论 ”. 

平方 数 只 是 自然 数 的 一 部 分 ,“ 整 体 大 于 部 分 "应 该 是 戎 扑 
不 破 的 真理 . 但 是 项 利 略 发 现 自然 数 与 完全 平方 数 之 间 可 以 建 
立 一 一 对 应 的 关系 : 


有 一 个 自然 数 ， 就 有 一 个 相应 的 平方 数 , 反 之 ， 有 一 个 完全 平 
方 数 ， 也 就 有 一 个 相应 应 的 自然 和 既 热 在 两 个 集合 4 与 B 中 ， 
太 有 的 每 一 个 数 8 都 有 相应 的 数 ，B 有 的 每 一 个 数 A 也 都 有 
相应 的 数 ， 并 且 不 同 的 数 相 对 应 的 数 也 不 同 ， 两 者 不 是 “-- 样 
多 " 吗 ? 全 体 和 部 分 “一 样 多 " ,简直 是 不 可 思议 ! 人 黎 利 略 的 公 论 
依 呆 了 当时 的 许多 人 

伯 利 格 本 人 未 能 解 开 这 一 个 迹 ， 直 到 他 逝 世 200 才 年 以 后 ， 
德国 数学 家 康 托 建立 了 无 穷 集合 的 理论 ， 才 彻底 解决 这 个 问 
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题 .“ 全 体 大 于 部 分 "的 公理 只 在 有 穷 集中 才能 成 立 ， 丰 无穷 集 
中 并 不 成 立 。 从 此 ， 大 们 对 无 穷 集 的 本 质 有 了 新 的 理解 ， 

“-- 个 可 以 和 自己 的 其 个 真子 集 建立 一 一 对 应 的 集合 称 为 
无 穷 集 .” 

从 此 ,使 人 们 对 无 穷 集 理 解 跳出 了 那 种 无穷 就 是 到 之 不 
苹 ” 之 奖 的 同 义 语 的 圈子 。 由 此 可 见 ， 有 频 射 对 发 现 数 学 的 内 在 
于 盾 ， 认识 数学 问题 的 本 盾 有 着 非常 重要 的 作用 . 

在 组 合 数学 中 ， 解 决 有 关 计 数 的 问题 时 、 一 个 最 基本 的 方 
法 就 是 利用 峡 射 来 转化 害 计 数 的 对 象 ， 

例如 有 这 样 -- 道 题 ， 盘 设 有 1I00 名 运动 员 参 加 乒乓 球 单打 
比赛 ， 比 赛 方法 采用 淘 钛 制 ， 抱 运动 员 分 成 两 两 -组 进行 比 
赛 ， 败 者 被 淘汰 ， 胜 者 进入 第 二 轮 。 再 把 进入 第 二 轮 的 运动 员 
商 两 分 组 进行 比赛 ， 歼 者 被 渔 演 ， 胜 者 进 人 第 三 轮 ， 如 此 继续 
下 去 ,如果 遇 到 某 一 轮 的 运动 员 为 单数 . 则 令 其 中 -- 名 运动 员 
轮空 直接 进入 下 一 轮 。 最 后 类 出 冠军 ， 问 一 共 要 进行 多 少 场 比 
赛 ? ， 
这 是 一 道 很 简单 的 数学 题 ， 小 学 生 都 会 解答 ， 但 他 可 能 这 
样 加 计算 : 

第 - - 轮 100 人 分 成 530 组 ， 进 行 2 场 比赛 ; 

第 -一 轮 50 人 分 成 25 组， 进行 25 场 浴 赛 ; 

第 二 轮 25 人 一 人 轮空 分 成 12 组， 比赛 12 场 ; 

第 四 轮 13 人 一 人 轮空 分 成 6 组 ， 比 赛 白 场 ; 

第 五 轮 7 人 一 人 轮空 分 成 3 组 ， 比 赛 3 场 ; 

六 轮 4 人 分 成 2 组 ， 比 赛 2 场 ; 

第 七 轮 2 人 进行 ] 场 比赛 决 出 冠军. 

因此 ， 总 的 比赛 场 数 是 ， 
50+25f+12+6+3+2+1=599 . 
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这 是 一 种 不 太 高 明 的 算法 ， 当 参赛 的 运动 员 人 数 较 多 时 ， 
计算 是 比较 麻烦 的 . 特 出 是 如 果 参 赛 人 数 为 一 般 的 时 ， 则 
无 法 按 上 面 的 方法 进行 计算 . 

数学 家 对 这 个 问题 则 会 利用 映射 的 思想 , 

每 一 场 比赛 淘 涩 惟一 的 一 名 运动 员 ; 反之 ， 每 -名 被 淘汰 
的 运动 员 在 惟一 的 一 场 比 赛 中 被 淘汰 。 因此， 被 淘汰 的 运动 员 
的 集合 与 止 赛场 次 的 集合 之 间 可 以 建立 一 -- 对 应 的 关系 ,很 设 
最 初 有 n 名 运动 员 参 加 比赛 ， 不 管 由 是 多 少 ， 最 后 只 有 1 各 
冠军 ， 其 余 的 mx 一 1 名 运动 员 均 被 淘 当 ， 所 以 怡 好 要 进行 n -~ 
1 场 比赛 . 

这 后 -~ 种 解法 无 须 作 任何 计算 ， 而且 具有 更 深刻 、 更 本 质 
的 意义 ， 

由 此 串 见 ， 蜡 射 思想 在 优化 、 简 化 解 题 方法 方面 有 着 重要 
的 作用 ,下面 我 们 选择 几 种 重要 的 观 射 思想 加 以 论述 . 


二 、 配 对 思想 


.配对 既是 一 种 重要 的 数学 思想 ， 又 是 完成 映射 的 一 种 重要 
方法 . 配对 思想 的 特点 是 ， 建 立 集合 4 与 男 一 集合 B 的 卉 素 - 
之 间 的 特殊 映射 关系 。 使 得 原 像 和 它 的 像 之 回 具 有 某 些 特殊 的 
性 质 ， 如 同一 、 竣 整 、 抵 消 、 共 丘 、 对 称 、 互 补 、 互 余 等 等 ， 
使 它们 或 相 辅 相 生 ， 或 相反 树 成 ， 从 而 为 解决 问题 提供 某 些 有 
利 的 条 件 . 

1. 倍数 映射 

我 国 历史 上 有 许多 以 弱 胜 强 的 著名 战例 ， 齐 魏 马 陆 之 战 就 
是 其 中 之 一， 公元 前 344 年 ， 魏 国 大 举 进攻 韩 阅 ， 齐 主 派 田 她 
和 孙 脏 率 兵 救 援 韩国 。 孙 腕 并 不 直接 出 兵 韩国 ， 孝 采取 了 * 畏 
魏 救 赵 " 的 策略 ， 驱 军 直通 魏 国 的 都 城 。 笋 将 庞 滑 不 得 不 回 师 
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迎战 齐 革 ,和 殊 军 一 路 追击 齐 军 ， 庞 滑 看 见 齐 牢 宿 车 地 的 灶 一 天 
天 在 减少 .根据 灶 的 数 自 可 以 推算 出 齐 富 的 数 日 ， 断 定 齐 御 已 
经 严重 减员 ,使 轻骑 冒进 ， 猛 打 穷 追 ， 殊不知 这 原来 是 朱 爱 的 
“ 增 兵 碱 灶 "之 计 ， 结 果 虎 泪 中 了 齐 军 的 埋伏 ， 全 军 覆 天 ，， 

如 采 不 基 称 腔 制 造假 象 设 下 阶 降 ， 庞 涓 的 思想 是 正确 的 . 
他 正 是 运用 了 一 种 倍数 映射 的 思想 ， 因 为 姓 与 士兵 之 间 可 黄 建 
立 一 种 倍数 配 射 关系 。 例 如若- - 刀 灶 供 色 人 和 遗 饭 ， 齐 军 有 3 万 
灶 ， 便 可 推 知 齐 军 有 30 万 人 ， 

售 攀 映射 是 数学 中 解决 计数 问题 的 常用 方法 ， 也 是 一 种 常 
所 的 配对 思想 ， 

假定 我 们 要 计数 的 集合 A 很 复杂 ， 不 容易 直接 计数 ,我 
们 便 设 法 找到 另 一 个 易于 计数 的 集合 B， 使 B 中 每 个 元 素 
与 4 中 的 -… 个 元 素 对 应 ， 换 言 之 , 使 A 中 的 元 素 与 召 中 的 
元 素 组 健 立 一 一 对 应 关系 ， 就 称 为 A 与 BB 之 间 的 一 个 倍数 
映射 . | 

特别 地 ， 当 n= 二 1， 就 是 通常 的 一 一 映射 . 

设 集 合 4 的 元 康 个 数 为 N(A),， 集合 B 的 元 素 个 数 为 
NtB)， 则 有 

N{B)= nV{(Ay, 

利用 这 一 公式 可 以 解决 许多 计数 问题 . 

例 1 求 用 1，2，3，4 所 组 成 的 一 切 三 位 数 之 秋 ， 

1) 假定 数字 不 可 重复 使 用 ; 

2) 很 定数 字 可 以 重复 使 用 ， 

我 们 用 B 表示 由 1，2，3，4 四 个 数字 所 组 成 的 三 位 数 所 
组 成 的 集合 、 因 为 1，2、3，4 可 以 这 样 组 成 孔 对 ， 使 每 对 之 和 
均 为 5， 所 以 集合 台中 任 一 元 素 上 5 都 可 以 在 B 中 找到 另 一 元 素 
5 司 51w =555， 比如 取 5=413， 则 可 了 到 5 = 142. 现在 
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我 们 用 A 表示 由 集会 B 中 4 与 5 组 成 的 数 对 的 集合 、 即 
= {Bb )b,b EB. b+bh’ -555). 
于 是 我 们 在 六 与 号 之 间 建 立 了 一 个 2 售 映 射 . 下 一 步 我 
们 求 出 A 中 元 紊 个 数 N(A)， 再 乘 以 555 就 可 以 了 .根据 公式 
N(B)=2N(A). 
在 第 1) 问 中 ，B 的 元 素 不 能 使 用 重复 数字 ， 故 N{B)-= P= 
24 ， 从 而 NI(4)=12 ， 所 以 第 1) 问 的 答案 是 : 
555X12=6660 . 
在 第 2) 问 中 ，B 的 元 当 可 以 使 用 重复 数 宁 , 故 N(B}=43= 
64 ，N( 态 )= 32 ， 第 2) 局 的 答案 是 : 
555x32= 17760 . 
这 个 问题 实际 上 应 用 了 两 次 怒 对 ， 第 一 次 & 与 5 配对 的 
一 一 肌 射 ,第 二 次 (5,8') 与 a 配对 的 倍数 映射. 
例 2 :如 图 6 一 1]， 一 个 边 长 为 3 的 正方 体 ， 
将 它 模 切 两 刀 ， 纵 切 两 刀 , 再 竖 急 两 刀 ， 可 以 fa 


把 每 次 切 出 的 小 块 任意 友 起 米 切 ， 能 否 不 用 6 世上 
刀 ( 例 如 5 刀 或 更 少 ) 就 能 得 出 27 个 单位 立方 4 
体 呢 ? 图 6-1 
问题 届 须 试验 .关键 在 于 位 于 中 心 的 那个 
小 立方 体 ， 不 管 你 怎么 切 ， 每 切 … 刀 只 能 使 它 的 一 个 面 “ 旧 
光 ”， 因 此， 切 的 刀 数 与 中 心 那个 小 立方 体 的 面 可 以 一 一 配 
对 ， 即 建立 一 -- 对 应 美 系 。 小 正方 体 有 6 个 面 ， 所 以 ， 一 定 要 
切 § 刀 才能 切 册 27 个 单位 立方 体 . 
” 例 3 没有 一 个 凸 m 边 形 ， 在 它 的 内 部 没有 任何 三 条 对 角 
线 交 于 一 点 ， 求 它 的 所 有 对 角 线 在 它 内 部 交点 的 总 数 ， 
如 图 6-2， 多 边 形 的 两 条 对 角 线 AB、(CD 决定 个 交点 
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厅 ，、 反 过 来 ， :个 交点 于 对 扰 两 荣 对 角 线 C 
-和 (站 ,或 彰 说 对 应 …… 个 由 边 形 的 4 避 
个 顶点 所 成 的 组 CA,B,C.D). 因此 ., 若 记 | 


了 = 边 形 的 对 骨 线 在 内 部 的 交 A 
点 ， 

= A,B,C0,D)in 边 形 的 4 顶点 
组 图 名 一 2 


则 开 与 5 之 亲 可 以 建 间 一 一 村 应 关系 ,所 以 有 
NCT)= N(S). 

NN(S) 导 很 容易 计算 的 ， 它 是 2 个 元 素 中 取 4 个 元 素 的 组 合 
数 ， 即 C+， 

例 2、 例 3 孝 是 一 一 映射 的 合子 ，-- -映射 不 仅 是 解决 计 
数 问题 的 重 更 思想 方法 ， 也 是 证 明 某 些 组 全 不 等 式 的 重要 思想 
方法 。 广 一 思想 方法 的 特点 是 把 机 证 的 不 等 式 转化 为 比较 两 个 
侣 内 与 总 的 元 素 的 多 少 ， 答 证 N{4)< NB)， 可 建立 各 
与 BB 的 一 个 于 集 之 辣 的 .一 对 应 或 证 明 有 - -个 A 到 8 的 一 个 
了 集 之 问 的 肉 射 而 不 是 满 射 ， 

例 4 才 22(2>1) 条 直线 把 半 面 分 成 若 于 个 区 域 ， 假 设 
这 些 自 线 作 塌 两 条 不 平行 ， 作 意 二 条 本 共 点 . 证 明 在 分 成 的 这 
些 发 城中， 节 状 区 域 不 能 多 于 27 一 1 个 ， 

利用 遂 推 方法 可 以 求 得 5 条 直线 划分 平面 的 区 域 数 &, 满 
星 递 推 公 式 

Uf 1+n, 

但 这 -公式 中 并 未 能 提供 角 状 区 域 有 多 少 的 信息 ， 因 此 利用 递 
措 的 方法 并 不 方便 ， 利 用 映射 则 较为 方便 . 

图 为 2» 条 直线 只 能 有 有 限 个 交点 ， 故 可 作 - -充分 大 的 圆 
全 所有 交点 都 也 人 在 岗 内 .27 菜 直 线 将 这 个 画 分 成 4 段 图 
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弧 。 品 然 ， 每 个 角 状 多 域 内 部 含有 一段 辐 
弧 , .但 两 段 相 邻 的 圆 弧 不 能 都 属于 角 状 区 
域 ， 否 则 将 出 现 三 条 线 共 点 的 情况 .因此 
我 们 可 以 建立 带 状 区 域 的 集合 到 25 段 圆 让 
的 集合 之 间 的 一 个 单 射 ， 因而 由 22 条 下 “AN 
线 划 分 平面 所 得 的 角 状 区 域 数 满足 不 
等 式 ; 


图 6 -3 


D2 ， 

为 了 证 明 这 个 映射 不 足 满 射 ,可 将 4 条 圆 弧 ， 从 某 一 角 

状 区 域 所 含 的 一 段 圆 弧 开 始 ， 寝 顺 时 针 编 号 为 1，2，…， 

4n 。 则 编号 为 奇数 的 圆 强 才能 属于 角 状 区 域 ， 但 很 明显 ， 纺 

号 为 27 +1 的 那 段 圆 弧 不能 也 属于 角 状 区 域 。 这 就 证 明了 这 
个 映射 不 是 单 射 。 所 以 


pS2n"1. 
例 5 设 ”是 正 整数 ， 我 们 说 集合 1 ，2,，…，2w) 的 
一 个 排列 (1 ,.r3,… ,2 ) 具 有 性 质 呈 ， 如 果 在 i 并 ,2,…,27 一 


11 中 至 少 有 有 一 -个 i， 使 得 |.x; x; ,1| = ,求证 对 于 任何 1， 
上 其 有 性 质 P 的 排列 比 不 具有 性 质 了 的 排列 多 ， (第 30 届 IMO 
试题 ) 

要 证 明 一 个 如 此 复杂 的 不 等 式 ， 用 普 道 方法 显然 有 一 定 的 
共度 ， 无 怪 当年 各 国 领队 在 讨论 是 否 采用 这 道 试题 时 ， 有 的 人 
认为 太 难 ， 也 有 的 人 认为 不 难 ， 争 执 不 下 ,竞赛 委员 会 主席 最 
后 幽 黑 地 说 : “ 难 还 是 不 难 ， 让 参加 党 赛 的 学 生 们 去 判断 吧 !" 
结果 有 的 学 生 巧 妙 地 运用 了 映射 的 方法 ， 得 出 了 十 分 简捷 的 
证 明 : 

记 和 = 人 rr， a sy ra) | {rl, 站 ro, ) 共有 
人 性质 P|， 
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六 -0 不 县 有 
性 质 Pp:， 

| 恰 有 菜 一 个 i 使 | 7; 一 ,+1| 
=n, fl i 

如 然 . 蚌 AA 的 让 集 , 而 生 (二 1，1. 2, 1， 有， 十 
2,，…，2n) 这 个 排列 是 A 的 毛 索 而 不 是 局 的 元 素 ， 因此 亿 
恒生 的 真 于 集 ， 这 样 为 了 证 明和 NC(A)>>N(B)， 只 要 能 证 明 
NI NB) 就 可 以 了 、 因为 NCY<N(GA). 

为 此 ,下 一 步 的 工作 就 是 要 构造 一 个 书 与 C 之 间 的 一 一 
村 二 ff 党 虑 B 的 任 一 元 康 (Cy/，Y3，…，yzw )}， 则 
一 | 天 ww， 因此 与 w 相差 为 的 数 (这 个 数 是 惟一 的 )， 
:定量 其 -个 ,大 >2 .把 就 到 全 的 堪 边 得 一 个 新 排列 
1， 这 个 排列 -一 定 是 安 的 元 
来 ， 作 映射 : 

Cp VO 1 
不 礁 证 明 这 是 互 与 C 之 间 的 ，… 对 应 ， 
2. 对 称 映射 

有 个 大 家 都 很 熟悉 的 上 故事 ， 说 的 基 德 国 数学 家 高 斯 在 很 
小 的 暑假、 有 -次 基 师 给 网 学 们 出 了 - 道 算术 题 : 

求 1+2r3+ 台 + 的 +i100 之 利 、 

当 疝 斯 的 小 傣 伴 们 还 没有 理 清 头绪 的 时 候 ， 高 斯 很 快 地 说 
出 了 了 止 确 的 答案 。 高 斯 求 和 的 方法 征 : 设 

S -1+2+3++99+100， 

S00 ro + 98+. +2+1. 
仿 斯 把 ] 和 100 相 加 ，2 和 39 相 志 ，…， 最 后 100 和 1 相 加 ， 
蕊 们 的 和 都 是 1301. 所以， 2S 的 和 是 100 个 101， 所 以 S= 
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100% 401 -5050 


高 斯 求 和 方法 的 她 处 ， 就 在 于 他 将 集合 A = )1,2,、…,100j 
与 A 本 入 的 元 素 之 亲 进 行 了 合理 的 配对 。 有 即 建 立 六 A 到 和 A 的 
-一 上 映射， 这 个 映射 使 得 每 -- 对 原 象 和 象 之 和 都 等 于 101， 从 
而 把 加 法 运算 转化 为 乘法 适 算 ， 大 大 地 简化 了 求 和 的 运算 过 
程 ， 在 这 里 所 用 的 珊 射 ， 原 象 与 象 处 王 对 称 的 位 置 ， 即 与 首 、 
尾 的 距 见 相等 ， 

推广 这 一 思想 ， 在 数学 解 题 中 就 形成 -种 对 称 思想 ， 这 时 
所 说 的 对 称 ， 不 单 指 儿 何 意义 上 的 对 称 ， 它 汉 指 诸如 形式 、 作 
用 、 地 位 等 等 方面 的 对 称 关系 . 利用 对 称 思想 解 旺 的 主要 特点 
是 ， 和 将 问题 中 涉及 的 元 素 映 射 为 它 的 对 称 元 素 ， 然 后 使 原 象 与 
象 配对 以 产生 基 种 特殊 的 作用 ， 如 共 因 、 琴 整 、 相 消 、 互 补 等 
等 ， 使 之 有 助 于 问题 的 解决 因此 ， 这 里 所 说 的 对 称 思想 本 质 
上 是 -- 种 配对 思想 . 它 与 倍数 映射 不 同 的 是 ， 倍 数 驶 射 只 要 求 
原 象 与 象 之 间 在 数量 上 的 配对 ， 而 对 称 映 射 则 雪 求 原 象 与 象 之 
间 在 基 种 性 质 上 的 配对 . 

例 1 设 al，asy,，………， an 为 正 实数 ， 它们 的 和 等 于 斌 
证 必 有 下 列 不 等 式 成 立 ; 


alt a a2 + as i- ta dra 2 
这 个 问题 自然 可 用 平均 值 不 等 式 、 柯 西 不 等 式 来 证 明 ， 伺 
明显 地 不 等 式 的 左边 每 一 项 都 到 对 称 性 的 项 与 之 配对 ; 


2 xl 
jt dit | 
因此 ， 若 令 
2 2 2 
人 ea a dy 
altay aitas ulta, gatar' 
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a 人 Hh I] 
VW 二 一- 十 .~ th 十 -人 一 一 Oe 十 -一 
~ Aaltor ‘Warts dn-ltoa, fut a 


于 是 有 

aaa)+t (a ta ttta™ «1)=0, 
和 
入 利 几 地 六 了 即 熏 ， 


rr y+ttr -wv)i 


Cr ty) 


[a ta +t (lata t+ (a, ai] 
1 


I 
= 了 (al ia 二 二 本。 


例 3 如 图 6 -4， 设 有 -直角 MON， 
试 在 过 OM 、ON 上 及 角 的 内 部 务求 一 点 
A BC、 使 BC+CA=([(! 为 定 长 )， 
儿 使 四 边 形 OACB 的 面积 最 大 ， 

此 是 如果 直 接 计 算 。 无论 是 用 一 外 方 
法 还 旺 解 析 方 法 都 比 连 复杂 . 但 是 如 果 我 
们 将 直角 MON 连同 下边 形 OACB 一 起 以 
(OA 为 寻 人 称 轴 及 射 到 人 MON ， 再 以 和 NY 
为 坪 称 轴 反 射 到 下 半 平 面 ， 就 得 到 “ -个 
从 过 肛 4 下 R 百 ， 它 是 一 个 周 长 为 定 值 4: 的 八 边 形 ， 由 
剖 半 定理 易 天 ， 当 它 为 正八 过 拒 时 面积 最 天， 从而， 这 时 网 边 
彩 OACB 的 面积 也 最 大 ， 

本 匮 中 连续 便 用 了 岗 次 通过 对 称 的 配对 ,第 -- 次 使 四 边 形 
站 与 OEDB 配 村 合成 了 五 边 形 ACBDE . 第 二 次 又 使 
斤 过 有 形 A 六 FE 与 AHGFE 配对 ， 合 成 八 边 形 ACBDEFGH ， 
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例 3 求 [(93+v270590 的 个 位 数字 

这 是 1980 年 欧洲 四 国 的 … 道 竞赛 题 ， 当 个 我 国 茶 出 版 社 出 
版 的 .本 书 中 介绍 其 解法 时 使 用 了 数 页 篇 幅 ， 但 如 果 利 用 对 称 
思想 则 较 易 和 解决， 

先 去 掉 疝 斯 符号 ， 

(32 2), 
(5+2#6) 吕 不 是 整数 ， 加 上 一 个 ($5 一 2y6) 吕 就 可 以 凌 成 整 
数 ， 得 到 
(WS+2Y6) N+ (S26)m=AEZ, 


表 注 意 到 0<5-2y6<<1, 0< (5-2Yy6)<1 ， 即 知 所 求 的 
个 位 数字 为 4 二 A -1 (modl07，0s asg . 

在 本 题 的 解法 中 ， 实 奈 上 使 用 了 个 巧妙 的 配对 ， 即 将 
(5+2Y6) 六 的 展 间 式 中 烘 如 5” (2Yy6)" 中 5m:227116 吓 的 
项 与 (5 一 2Yy6)? 的 展开 式 中 形 如 一 5".22*11.6 的 项 配对 ， 
使 它们 相互 抵消 ， 留 下 类 的 所 有 各 项 部 是 整数 ， 保 证 了 其 和 
让 为 整数 ， 为 解决 问题 提供 了 关键 的 便利 . 

3. 构 形 映 射 

在 解数 学 问题 时 常常 会 帮 到 这 样 的 情况 ， 我 们 取 革 一 元 素 
a， 就 可 以 发 现 能 在 4 的 基础 上 构造 出 另 一 元 素 a ,4 与 a 在 
某 一 点 上 是 紧密 相关 的 ， 当 我 们 把 4 映射 为 a 时， 就 揭露 出 
了 解 题 的 关键 . 由 于 “ 需要 随机 构造 ， 不 像 对 称 元 素 那 样 是 
既定 的 ， 故 我 们 把 这 种 映射 特 称 为 构 形 上 映射 ， 构 形 映 射 在 本 质 
上 也 蚌 一 神 配 对 思想 ， 即 将 4 与 以 a 为 基础 特别 构造 出 来 的 
另 一 元 素 a 配对 . 

例 1 用 P(tn) 表 示 正 整数 3 的 分 拆 数 ，P{n, 上 ) 表 未 性 
的 万 一 分 拆 数 ， 地 所 # 环 证明: 


252 


PP 有 二 下 
例如 ， 取 站 =5. R=3， 则 nw 一 5 3=2， 2 的 分 拆 有 : 
1+1; 2， 鼓 己 2). :2 ， 而 $ 的 3 分 折 有 1F1+3 与 1+2+2.。 
所 以 Pt5.3)=2， 寻 
DS.3) = PS 3), 
现 作 记 1 的 上 一 分 拆 的 集合 为 A， 一 上 的 分 拆 构 成 的 集 
合 为 上 ， 那 么 ， 对 十 4 中 的 任 -元素 
= 
叮 与 里 中 忆 素 
nt tn -1) 
{其 中 有 些 项 订 以 为 们 也 对 ， : 
利 下 的 问题 只 要 还 明 ， 这 是 一 一 对 应 即 可 ， 
显然 这 个 肌 射 是 单 射 ， 只 要 再 让 上 明 它 还 是 狂 射 ， 即 证 明 对 
1 一 下 的 作 … 个 分 拆 都 对 庆 的 -个 上 一 分 拆 ， 事实 上 ， 对 旦 
的 任 一 分 拆 
nut nt ta Cm ) 
因为 2， 所 以 入 襄 ， 那 么 nn 一 上 的 这 个 分 拆 可 以 与 太 中 
的 正 素 
nnntl)ttpa tl)t ta,+1)+1l+1l+t..+1 
一 vv 
对 应 ， 即 在 A 中 有 原 象 ， 所 以 映射 是 满 射 . 
在 这 个 问题 中 ， 对 1 的 任 一 个 外 一 分 拆 都 可 同时 构造 出 x 
-大 的 :个 分 拆 ， 将 两 者 配对 就 找到 了 问题 的 关键 ， 
例 2 某 城市 进行 住房 统计 ， 邵 果 用 cc 表示 住户 不 少 于 此 
人 的 作 它 数 (一 1，2，…)， 又 将 各 个 住宅 旦 住户 的 人 数 排 成 
汉人 2 征明 
lj 人 十 二 二 人 


2) dt dr tse ta ths 

3) ce ter t= dtadd + id i" 

将 每 个 人 用 一 个 小 黑 点 表示 ， 则 下 图 中 每 一 纵 列 中 的 忒 
数 代 表 :所 住宅 中 的 人 数 : 


di ds di ud 
者 日 -5 
图 中 黑 点 的 总 数 就 是 
di+ dit dt" 
但 是 另 一 方面 ， 由 上 面 这 个 点 阵 岗 同时 派生 出 :; 第 -- 行 的 
点 数 是 至 少 有 1 个 人 的 住宅 数 , 即 Ci， 第 一 行 的 点 数 是 至 少 
有 2 人 的 住宅 数 ，…， 所 以 各 行 的 总 点 数 即 图 中 黑 点 总 数 又 为 
Cesteat' 
按 维 列 相 孝 或 按 横 行 相 加 的 结果 应 该 是 一 致 的 ， 即 有 1) 
亲人 
为 了 证 明 2), 可 在 上 图 的 基础 上 构造 出 一 个 新 的 点 阵 图 : 
第 一 行 的 点 不 变 ， 第 二 行 的 每 点 变 成 3 点， 第 三 行 的 每 点 并 成 
点 ，… 最 后 一 行 (di 行 ) 的 每 点 变 成 2d -| 点 ， 
这 时 第 一 列 的 点 数 变 为 
1+3+5++ {20 -1)=d:, 
同 理 ,第 一 列 的 点 教 为 ; 
254 


1+3+5+°.+ {2d1— 1)= 本 bi 里 二 


da. 
余 吕 燃 推 ， 所 以 这 时 图 中 的 总 点 数 为 。。 。 。。 册 
Le 上 
另 方面， 按 可 行 计算 点 数 时 ，g。 夺 半 赂 
第 - 行 的 点 数 仍 为 ci， 第 一 行 的 点 数 ,ow oo 2 
奸 3c， 第 三 行 的 点 数 为 Sc 总 开 灌 
点 数 为 过 EF 
Ct A dest . 
总 点 数 无 沦 按 横行 或 按 纵 列 计算 注 
应 该 是 不 变 的 ， 故 有 2) 成 立 ， df EE dy dd 
类 伏地 可 证 得 3)， 图 06 


在 本 题 中 ， 我 们 构造 了 点 阵 图 
6-5, 使 cd; 配对， 在 图 6--5 的 基础 二 短 次 构造 了 图 
一 看 ， 便 图 6 和 与 加 6- 了 可 对 ， 找 到 了 问题 的 证 明 ， 

配对 思想 还 有 许多 其 他 的 宸 现形 式 ， 尽 管 表现 的 形式 干 差 
万 别 , 但 其 基本 思想 是 建立 某 一 特定 的 野 射 ,使 得 在 这 个 映射 
之 下 ,等 - 原 象 与 它 的 象 配 成 - :村 ， 得 出 在 计算 或 论证 中 的 某 
些 方便 ， 


三 、 划 分 思想 


在 数学 论证 中 ， 经 常 要 对 -- 些 数学 对 象 分 型 划 类 . 分 类 的 
方法 有 两 种 ， 一 种 是 按照 对 象 的 内 在 属性 进行 逻辑 分 类 ， 例 如 
实数 可 分 为 有 理 数 和 无 理 数 ， 三 角形 内 角 可 分 为 锐角 、 直 角 利 
钝 前 - 查 芋 有 些 分 类 并 不 是 按照 类 学 对 象 本 身 的 内 在 属性 进行 
的 ， 了 而 是 根据 问题 的 需要 临时 规定 一 些 分 类 标准 进行 人 为 的 划 
分 ,以 便 分 门 崭 类 进行 论证 或 计算 ， 对 于 后 面 这 种 分 类 ， 有 委 
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驹 都 是 通过 映射 来 实现 的 ， 所 以 我 们 把 它 归结 为 驹 射 思想 ， 
1. 染色 

有 … 道 大 家 耳熟能详 的 数学 趣 题 : 

某 展览 馆 有 8 间 陈 列 室 ， 每 两 间 树 邻 陈 列 室 之 同 有 门 可 
通 ， 共 入口 与 出 口 位 置 如 图 6 一 7 所 示 ， 现 站 有 人 希望 每 间 陈 
到 室 玫 上 合 灿 到 调 且 只 经 过 短 间 展览 室 一 次 ， 这 可 能 呜 ? 如 果 可 
能 ,请 为 他 设计 一 条 参观 路 线 ; 如 不 可 能 ， 请 说 明理 由， 

一 下- 一 一 固 加 


| -| 一 | 
+ t 


DE 


口 > 


图 6-7 

本 题 的 答案 是 不 可 能 ， 因为 如 果 像 图 6 -7 石 边 那样 将 36 
间 展 室 依次 相间 地 梁 上 黑色 和 白色 ， 则 参观 者 无 论 怎样 走 法 ， 
从 白色 的 展览 室 只 能 走 到 黑色 的 展览 室 ， 从 黑色 的 展览 室 只 
走 到 白色 的 寿 览 室 ， 任何 人 从 白色 的 展览 室 进入 , 走 了 36 间 ， 
只 能 走 到 黑色 展 室 ， 如 朵 不 重复 的 话 ， 决 不 能 从 另 一 白色 的 展 
室 走出 因此 ， 我 们 无 法 找到 一 条 满足 此 人 所 要 求 的 道路 

这 个 问题 可 以 认为 是 “染色 "的 典型 例题 ， 

数 掌中 有 许多 处 于 两 种 芋 相 对 立 状 态 的 对 象 ， 如 正 负 、 奇 
偶 ， 正 反 、 质 数 与 合 数 等 等 ， 利 用 或 制造 两 种 对 立 的 状态 ， 把 
讨论 的 对 象 分 为 两 类 ， 为 了 表述 的 方便 ， 用 染色 的 办 法 来 进行 
区 分 ， 以 条 对 问题 进行 分 析 讨 论 ， 发 现 解 题 的 比索。 因此 ， 妆 
色 的 自 的 和 作用 是 一 -种 分 类 ， 在 本 质 上 是 一 种 映射 ， 
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设 集 台 A 划分 为 两 个 集合 4 与 A; 【 即 AU A;= 有 A， 
Al 门 ;= 地)， 集 合 BB 由 黑 、 白 两 种 颜色 组 成 B= 1! 黑 , 白 i， 
本 染 色 即 为 映射 

fa 一 黑色 ; af AI 
a- 一 白色 ,ds€ A、， 

把 事物 分 成 两 类 要 用 两 种 颜色 ， 通 常 称 为 "一 染色 "， 如果 
要 把 种 物 分 成 记 类 ， 则 要 用 . 种 颜色 ，. - 般 称 为 “ 染色 ”， 
染色 方法 在 解决 丫 在 性 问题 中 常常 能 发 挥 作 用 ， 

例 1 有 20 张 卡片 ， 今 将 数字 从 0 至 9 的 每 一 个 都 写 在 
阿 张 卡片 上 试问， 能 和 否 将 这 本 片 排 成 一 排 ， 使 得 两 个 0 相 
分 ,两 个 1 之 闻 恰 有 1 张 卡片 ， 附 个 2 之 间 怡 有 2 张 卡片 等 
等 、 让 到 两 个 9 之 同 恰 有 9 张 卡片 ，{1965 年 第 28 届 葛 斯 科 
数学 奥林匹克 试 古 》 

我 们 把 20 个 位 置 依次 如 成 白色 和 和 黑色; 


O20 0) 20 SO Se DEE 
里 


多 6 一 8 
当 我 们 从 左 人 至 右 放下 某 一 个 号 有 偶数 (例如 了 4) 的 卡片 时 ， 要 相 
网 4 个 位 置 再 放 第 2 张 写 有 # 的 卡片 ， 因 而 两 个 偶数 卡片 之 间 
总 相关 偶数 个 位 置 ， 因 而 它们 所 占 住 的 位 置 必然 一 白 一 黑 ， 国 
此 5 个 偶数 共 占 用 SS 个 黑 位 和 5 个 户 位 。 但 是 丙 个 奇数 卡片 必 
须 占 据 间 芭 的 位 置 ， 剩 下 的 位 置 无论 白色 与 黑色 都 是 奇数 ， 因 
此 符合 题 设 的 排 法 是 不 存 存 的 . 
在 这 个 问题 中 ， 有 两 个 关键 性 的 映射 : -是 用 染色 方法 把 
2 个 位 置 划分 为 两 类 ， 一 旦 将 舒 -卡片 a 的 位 置 上 与 另 一 张 
卡片 4 的 位 置 必 +&+1l 进行 配对 ， 
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例 2 设 S5S 是 等 边 三 角形 ABC 的 三 条 边 AB，BC 和 (4 
上 所 有 点 (包括 顶点 A，B，() 的 集合 ， 对 于 把 S 分 成 网 个 
不 相 重 营 的 子 集 的 每 一 种 分 法 ， 昨 否 总 能 在 分 得 的 两 个 子 集中 
至 少 找 到 一 个 了 和 集 ， 它 合 有 卜 个 直角 三 角形 的 3 个 顶点 。 还 明 
你 的 结论 ， 

设 S 已 经 划分 为 两 个 不 相交 于 集 S1，S;， 将 Si 内 的 点 
洪 上 红色 ，5S; 内 的 点 泥 上 监 色 .于 是 问题 就 转化 为 ; 

用 红 、 蓝 两 种 颜色 任意 去 染 等 边 三 角形 全 AB(' 周 界 上 的 
点 , 问 是 否 存 在 3 个 同色 点 ,它们 构成 - -个 直角 三 角形 的 
项 点， 

答案 是 肯定 的 ， 如 图 6-9， 设 刀 , 瑟 ， 忆 分 别 为 4， 
BC，CA 上 的 三 等 分 点 。 让， 下，F 中 至 少 有 两 点 同 储 ， 例 如 
“ 设 喇 ,下 同 为 红色 、 若 AB 上 还 有 红色 点 GG (GG 关 DD)， 则 
全 FGD 符合 所 求 ; 若 AB 上 除 万 外 部 是 蓝 色 点 ， 则 若 五 为 蓝 
色 , 人 EHB 符合 上 所 求 ; 若 五 为 红色 ， 则 妆 安 为 红色 时 ， 
全 CEF 符合 所 求 ; "车 CC 为 蓝 色 ， 则 作 CK LAB 于 KK， 
全 CKB 符合 所 求 ， | 


AGD B A DD HB 


2, 抽 懂 原理 
《 受 子 春秋 # 里 记载 了 一 个 "二 桃 杀 三 士 " 的 故事 ， 齐 国 的 室 
相 坚 婴 想 除 掉 齐 景 公 的 三 名 勇士 ， 他 深 知 用 武力 纺 对 制服 不 了 
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那 三 个 人 ， 便 心 生 一 计 ， 以 齐 景 公 的 名 义 赏 网 三 名 勇 上 两 个 桃 
了 ， 证 他 们 按 功 劳 的 大 小 吃 桃 . 由 于 二 名 勇士 只 有 两 个 桃子 ， 
雪 必 有 了 两 名 勇 寺 要 人 台 吃 一 个 桃子 ， 这 两 人 感到 羞 必 而 利 六 了. 
剩 下 的 … 大 也 感到 因 争 功 上 桃 而 导致 同伴 自杀 ， 实 在 对 不 起 同 
伴 岂 日 孙 了 。 党 了 于 在 这 申 运 用 了 拙 慑 原理 ， 

抽 居 原型 - 般 可 以 表述 为 以 下 三 种 类 型 ; 

(1) 把 n+1 个 元 素 任意 放 人 4 个 集合 中 ， 那 么 至 少 有 -一 
个 集合 中 的 元 素 不 少 于 2 个， 

(2) 把 jrwn+ 1 个 元 泰 任意 族人 个 集合 中 ,那么 容 少 有 
“个 集合 中 的 元 素 不 少 于 w+ 个 ， 

(3) 把 无 限 多 个 元 素 祭 意 放 人 有 限 个 集合 中 ,那么 至 少 有 
一 个 集合 中 有 无 限 包 个 元 素 . 

抽 短 原理 实质 上 也 是 “种 映射 : 

设 六 为 元 素 的 集合 ，B 为 由 有 限 个 集合 为 元 素 组 成 的 集 
全 ,B=1C1 ,C3 ,C1(C, 为 集合 ), 设 aEA, 将 a 放 人 集 
合 中 相当 于 映射 

一 > 人 
把 元 素 映 射 到 mz 个 集合 也 相当 于 把 元 素 染 上 nn 种 颜色 ， 这 个 
映射 不 是 单 射 ， 也 不 一 定 是 满 射 ， 它 的 特点 是 保证 了 集合 B 
中 存在 某 一 元 案 C;， 在 4 中 的 原 象 的 个 数 不 小 于 某 一 常数 或 
有 无 穷 多 个 ， 

抽 层 原理 虽然 简单 ， 但 如 果 能 巧妙 地 运用 ， 有 时 可 以 收 到 
出 人 意料 的 效果 ， 

例 1 17 位 科学 家 每 一 个 都 和 其 他 人 通信 ， 在 他 们 的 书信 
往来 中 只 讨论 三 个 问题 ， 而 每 两 个 科学 家 仅仅 讨论 其 中 一 个 问 
题 。 证 明 ; 至 少 有 三 个 科学 家 ， 他 们 互相 讨论 同一 个 问题 ， 
(第 6 届 IMO 试题 ) 
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在 17 位 科学 家 中 任 选 一 位 4， 其余 的 16 位 可 以 按 与 4 讨 
论 的 题 日 的 不 同 分 为 三 类 ,那么 这 三 类 中 必 有 - -类 {比方 说 与 
4 讨论 问题 甲 的 一 类 } 中 至 少 有 日 个 人 人 ， 如 果 这 6 个 人 还 有 两 
个 出 筷 柑 讨论 问题 甲 ， 则 她 篇 与 4 一 人 都 二 相 讨 论 癌 一 问题 
中 ,命题 闭 证 . 

车 这 6 人 都 不 互相 讨论 问题 甲 ， 则 他 们 于 相 之 间 只 讨论 问 
题 乙 和 六 .在 6 人 中 再 任 选 -人 例如 BB， 把 其 余 的 5 人 护 与 5 
讨论 问题 的 不 同 分 为 两 类 ， 革 中 区 此 有 -- 闫 (例如 与 B 讨论 间 
题记 的 -- 类 ) 人 不 少 于 3 人， 苦 3 人 中 还 有 隔 大 互相 讨论 问题 乙 ， 
则 他 俩 与 如 一 人 互相 冉 论 同一 问题 乙 、 命 题 获 证 ， 若 这 3 人 都 
不 互相 讨论 问题 乙 ， 则 他 们 部 豆 相 讨论 癌 题 丙 ， 命 题 亦 得 汪 ， 

这 一 问题 两 次 使 用 抽 民 原理 .用 同一 方法 逐步 论证 ， 是 运 
用 抽 届 原理 的 … 个 典型 例题 . 

例 2 已 给 一 个 集合 ， 由 任意 刘 个 互 不 相等 的 两 位 十 进 
制 正 整数 组 成 ， 求 证: 这 个 集合 必 有 了 两 个 无 公共 元 素 的 子 集 ， 
它们 所 会 各 数 之 和 是 相等 的 . 【第 14 居 IMO 试题 》 

10 元 素 的 集合 子 集 的 总 数 为 20= 1024 个 ， 除 掉 不 应 考 虚 
的 空 集 与 全 集 还 有 1022 个 ， 另 一 方面 ， 不 相等 的 9 个 两 位 数 
的 和 不 超过 

O04+ 98+'" :+01=855, 
这 表明 各 子 集中 元 素 之 和 不 会 超过 855 -9- 846 种 ， 因 此 至 少 
有 两 个 子 集 A，B， 它 们 中 元 素 之 和 相等 . 如果 A 与 B 中 有 
公共 元 素 ， 去 掉 其 公共 元 素 后 ， 币 下 的 两 个 和 集中 的 元 素 ， 其 
和 亦 相 等 ， 

从 这 一 例题 可 以 看 到 ， 使 用 抽 居 原理 解 题 时 不 在 于 具体 论 
证 之 难 ， 而 在 于 设置 “ 抽 展 "之 难 , 制造 “ 抽 居 ”的 常用 思想 方 
法 ， 也 离 不 开 映 射 思 想 ， 
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(i) 分 割 岁 形 。 这 种 方法 常用 于 解决 这 样 :类 问题 ; 要 证 
明芳 十 元 素 能 构成 贞 有 某 种 性 质 的 图 形 ， 可 把 这 些 扰 素 所 在 的 
集 台 划分 为 芯 于 能 产生 所 要 求 的 赂 形 的 闻 集 ,把 所 有 的 元 素 映 
射 到 那些 子 集中 去 ， 

例 3 边 长 为 ] 的 正方 形 中 任意 放 和 人 日 个 点 . 让 明 : 在 以 
这 些 点 为 质点 的 二 前 形 中 ， 几 有 一 个 天 前 形 ， 它 的 面积 不 大 于 


二 (如 3 点 基线 ， 册 认为 这 个 二 角形 的 面积 为 0 ) 


用 对 边 中 点 的 连 线 ， 把 正方 形 分 成 4 个 面积 为 -的 小 正方 
形 ， 根 据 抽 居 原理， 至 人 少 有 一 个 小 正方 形 内 有 3 个 点 ， 易 证 这 
3 个 点 所 成 的 三 角形 的 面积 小 十 小 正方 撒 的 一 半 ， 

(2) 利用 剩余 类 ， 这 种 方法 常用 于 解决 与 整数 有 关 的 问 
题 ， 其 方法 是 选择 -个 适当 的 模 jy， 将 整数 映射 到 模 jp 的 
剩余 类 ， 

在 上 一， dr (modnr) 。 
特别 地 ， 若 m=2， 则 是 按 整数 的 奇偶 性 分 类 . 

例 4 证 明 ; 存在 形 如 11…1 的 位 数 {1 入 壕 1999)， 
它 能 被 1999 整除 ， 

考虑 2000 个 这 样 的 数 ， 

| 


pT 


根据 抽 诬 原理 .其 中 至 少 有 两 个 用 1999 去 除 后 的 余数 相同 ， 
从 而 二 者 之 差 必 为 1999 的 倍数 、 这 个 差 具有 形式 
1 411=11---1x10’, 
让 i 个 + 下 站 
因为 (1999,107)=1, 所 以 ,1999|11r1( 上 个 1}. 
抽 碟 原理 不 仅 用 于 姓 理 离散 的 量 (集合 中 元 素 的 个 数 )， 
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推广 其 思想 ， 叉 可 用 于 人 处理 连续 的 最. 如 关于 面积 的 重 登 原 
理 : 

重 选 原理 ”假设 平面 上 上 有， 个 区 域 ， 它们 的 面积 分 别 存 
SI1，S*，…， 5 ,如果 把 这 个 区 瑾 塘 作 何 方 武 孝 到 一 个 面 
积 为 S 的 固定 区 域 肉 部 去 ， 如 果 

S11 31+ + 5S,>5, 
那么 ， 至 少 有 两 个 区 域 具 有 公共 点 。 

对 于 长 订 、 体积 也 有 类 航 的 重 登 原理 . 

由 映射 的 语言 来 表述 ， 则 屁 : 

将 Si,S;,…,S, (将 面积 为 $ 的 区 域 也 记 为 5S;) 中 的 点 ， 
通过 -个 法 则 峡 射 到 区 域 $ 内， 至 少 存在 两 个 点 A;€ S;，A 
5S,， 它们 在 S 中 有 相同 的 象 . 

例 5 设 Pi 是 -- 个 凸 五 边 形 ， 其 5 个 项 点 分 别 为 A,， 
A:，A3，44，45， 将 4 平移 至 4 (1 =2，3，4，5 ) 就 得 到 
另 一 凸 五 边 形 P, . 证 明 ;， 这 5 个 四 五 边 形 中 至 少 有 两 个 五 边 
形 有 公共 内 点 ， 

这 是 重 的 原理 的 一 个 典型 应 用 ， 我 们 只 要 找到 - -个 凸 包 边 
形 P, 和 后 忆 包 含 5 个 是 五 边 形 P|，P;，P}3，P; 和 Ps 于 其 内 
部 ,但 忆 的 面积 却 小 于 P| 面积 $S 的 5 倍 . 

这 是 不 难 办 到 的 ， 如 图 6~10， 设 蕊 为 已 的 尾 一 内 点 ， 
将 A; 再 平移 回 A 时 ， 夺 平移 到 了 ， 此 时 YE Pl ， 在 平行 四 
边 形 AjA;XY 内 ，A1X 与 A;Y 有 相同 的 中 点 Z ， 因 PP 为 凸 
五 边 形 ， 故 Z 也 必 为 P| 的 肉 点 ,是 记 |/ 议 :AIZ=2， 于 是， 若 
以 4 为 中 心 ， 作 位 似 变 搞 ， 和 使 位 往 比 为 2:1， 便 得 一 无 边 形 
A1B3B;B4B;， 仿 其 为 P， 则 DP 符合 所 求 ， 

3. 僻 余 
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[和 有 一] 

在 上 节 例 4 中 ， 我 们 利用 同 余 进 行 分 类 ， 通 过 分 类 来 制造 
抽 角 ,局 余 是 数学 中 -种 非常 重要 的 数学 思想 ， 取 一 个 适当 的 
下 整数 w+， 把 全 体 整 数 按 其 用 w 去 除 所 得 余数 的 不 同 分 为 
个 类 ， 余 数 为 了 (0 二 ?这 ) 的 一 类 记 作 MM,， 称 为 模 wz 的 剩 
余 类 。 全体 整数 的 一 个 划分 ， 

Z= NM, Mi, or, Mi, 

称 为 模 ji 的 -个 划分 ， 从 凶 ; (0 过 7 这 pr 一] ) 各 有 取 一 个 数 为 代 
去 组 成 的 集合 称 为 摸 b 的 “个 完全 剩余 系 ， 简 称 完 系 ， 

整数 的 许多 性 质 对 它 的 剩余 类 具有 “遗传 仁 ”， 在 处 理 这 类 
问题 时 ， 可 以 把 必须 对 全 体 整 数 讨 论 的 问题 ， 转 化 为 对 其 一 个 
剩余 奖 的 研究 ， 常 常 可 以 大 大 地 简化 论 汪 和 计算 . 

同 余 出 基 - -种 映射 ， 对 每 一 个 整数 ;EZ， 作 映射 

i 一 二 -AM ， 

这 种 映射 显然 应 属于 划分 思想 ， 

数论 中 的 许多 重大 成 果 都 是 利用 同 余 思 想 取 得 的 、 初 等 数 
学 中 也 常 借助 同 余 思 想来 简化 解 题 中 的 论证 和 计算 ， 

例 1 当 444444 写 成 士 进 制 时 ， 它 的 各 位 数字 之 和 是 A， 
各 的 各 位 数字 之 和 是 妃 . 求 昌 的 各 位 数字 之 种 已 . (第 17 届 
.TVMO 试题) 

这 是 一 个 与 进位 制 有 关 的 问题 . 它 基于 这 样 一 条 定理 
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下 整数 ” 与 它 的 各 位 数字 之 和 模 9 问 余 ， 因此 我 们 有 
4 三 A 二 BC (mody). 

下 一 步 就 只 要 实际 算出 444 s7 nod9)， 并 估计 出 
之 C3， 从 莉 推 山 C=7. 

例 2 发 所 有 的 正 整 数 jb .1 ， 和 使 得 

]1+21+ 十 月 | = 和， 

这 是 一 个 不 定 方 程 ， 它 的 -- 个 基本 思想 ， 是 利用 方程 的 两 
边 对 某 些 模 数 必须 同 余 ， 出 此 排除 不 合格 的 让 整 数 ， 从 和 南大 大 
缩 少 要 研究 的 范围 、 

首先 注意 到 ， 当 mw 守 $5 时 . 

[I+t2!1+3l+4!+S!l+ 

三 11 +21+31+41! 

三 3{ mod5). 
但 是 ， 对 任意 的 下 整数 ,部 有 ?二 0，1，4 (raod5 )， 这 说 
明 当 mw 过 5 时 ， 上 方程 没 有 解 ， 剩 下 的 问题 就 是 对 jr = 1，2， 
3, 4 直接 检验 方程 有 元 解 的 问题 了 ,不 难 验 证 ,方程 有 两 解 
《1L，1) 和 (3，3) ， 

例 3 试 确定 具有 下 述 性 质 的 所 有 正 整 数 n ， 集 合 

M= in, n+l1, nt+2, nt+3, n+4, nt+5 

可 以 分 成 两 个 不 相交 的 非 空子 集 ， 使 得 一 个 子 集中 所 有 元 素 的 
积 等 于 另 一 个 子 集 的 所 有 元 素 之 积 ，!( 第 12 届 1MOD 试题 ) 

由 于 MM 的 元 素 是 6 个 连续 整数 ， 故 可 利用 剩余 类 来 研究 ， 

在 M 中 补充 一 个 二 十， 则 
nn 二 1， +2 n+t3, n+4,， +5, n+6 
构成 模 7 的 一 个 完 系 , 于 是 ， 我 们 就 可 以 在 模 7 上 来 讨论 的 
性 质 . 
若 ?+6 天 0 (mod7 )， 旭 有 a, EM， 使 a; 二 0 (mod7 ). 
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从 而 在 对 的 队 个 子 上 集中 ， “个子 集中 所 有 数 的 积 横 7 为 0， 
男 . -个 子 集 中 所 有 数 的 积 模 了 不 为 0, 这 是 不 符合 题目 对 


求 的 ， 
苦 w+6 二 0 (mod7 ), 则 今 M 的 两 个 子 集 中 的 元 素 之 积 均 
为 让 :, 则 有 
Ji = 二 3 人 二) 
=1"2.3.4:5°:6—720= — l(nmod?). 


但 mw， 4， 2 (tmod7 )， 半 盾 . 

综 上 所 述 ， 满足 题 设 条 件 的 n 不 存在 ， 

在 这 . - 节 中 ， 我 们 简 申 地 论述 了 通过 适当 的 映射 来 进行 分 
型 划 类 的 方法 ， 这 种 分 类 并 不 是 借助 于 那些 - 望 而 知 的 与 元 素 
本 身 内 在 属性 直接 有 关 的 方法 进行 的 ， 而 是 通过 精心 设计 的 巧 
” 妙 上 映射 来 实现 的 ， 类 色 是 数学 中 划分 思想 的 形象 说 法 ， 而 同 余 
则 是 划分 思想 的 -- 种 具体 点 用. 


四 得 赋值 思想 


赋值 是 这 样 一 :种 数学 思想 壤 法 ， 在 处 理 一 些 没 有 明显 的 数 
量 关 系 的 对 象 时 ， 为 了 论证 的 需要 ， 将 每 -- 对 象 按 一 定 的 规律 
映射 为 个 特殊 的 数值 ， 然 后 偶 过 研究 这 些 数值 的 个 数 、 分 布 
规律 ， 或 者 进行 某 ! 些 运算 ， 人 和 使 题 中 隐藏 的 条 件 和 关系 明朗 化 ， 
从 中 发 现 规 社 、 以 期 找到 解决 问题 的 途径 ， 
1. 布尔 代数 

数学 中 在 姓 理 两 种 相互 对 闻 的 数学 对 象 时 ， 常 常用 两 种 颜 
色 将 它们 着 色 ， 以 便 分 型 划 类 . 但 是 在 初等 数学 中 ， 着 色 虽 
能 起 到 区 分 的 作用 ， 但 没有 定义 颜色 的 运算 ， 所 以 ， 我 们 有 时 
将 1 和 0 两 个 数字 来 代替 上 岗 神 闫 色 ， 用 赋值 1 或 0 来 代 普 染 
色 ， 因为 1 和 0 这 两 个 数字 可 以 建立 二 进 制 数 系统 ， 也 可 以 建 
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立 直 布尔 代数 系统 ， 慌 助 于 代数 运算 更 有 利于 发 现 解 题 的 
关键 . 

布尔 代数 (这 里 只 指 二 入 代数 )， 也 称 为 让 关 代 数 ， 它 只 有 
两 个 数值 0 和 上， 它 有 加 法 和 乘法 ， 大 法 与 乘法 运算 的 结果 
如 下 : 


+i0 1 
oo Tn 
(li i110 1 
侈 所 周知 ， 电 子 器 件 的 由 路、 计算 机 的 软件 都 是 利用 布尔 
代数 的 运算 来 编制 的 . 


在 初等 数学 中 也 可 人 慌 助 于 布尔 代数 的 运算 来 解决 某 些 数 学 
间 题 : 将 要 考虑 的 数学 对 象 中 的 一 部 分 a 映射 为 1， 另 一 部 分 
B 映射 为 0 . 

aut], 一 >0 
然后 借助 于 布尔 代数 的 运算 求解 问题 . 

例 1 一条 长 为 的 线段 分 成 了 nt 段 ， 两 端的 端点 染 成 蓝 
色 ， 其 余 分 点 任意 染 成 红色 或 蓝 色 . 证 明 : 端点 染色 不 同 的 线 
段 必 有 侦 数 条 . 

如 图 6 -11， 我 们 把 两 个 端点 同色 的 线段 称 为 甲 种 线段 ， 
两 个 请 点 异 色 的 线段 称 为 乙 种 线段 .并 把 红色 端点 与 0 对 应 ， 
蓝 色 端点 与 1 对 应 ， 


图 6-11 
那么 一 个 甲 种 线段 的 两 个 端点 之 和 为 0， 而 一 个 乙 种 线段 
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的 两 个 端点 之 和 为 ] . 因为 除 轧 、B 两 点 让 ,每 个 端点 都 作为 
两 某 检 名 线段 的 端点 ， 让 加 法 运算 中 使 用 两 次 ,共和 均 为 必 ， 
区 所 有 线段 端点 之 和 为 1+6+…+0+1=0 ,但 另 一 方面 ， 帅 
个 乙 种 线段 端点 之 和 为 1 ， 因 此 ， 若 己 种 线段 为 奇数 条 的 话 ， 
则 小 辣 盯 和 后 共和 为 0， 剩 下 藤 语 一 个 己 种 线段 其 回 点 之 和 为 
1 .与 已 十 明 的 所 有 线段 端点 之 和 为 0 的 结果 季 悄 ， 
例 3 有 两 个 大小 不 同 的 同心 圆 盘 ， 均 分 成 2» 个 相同 的 
小 电 形 。 外 级 同 定 ， 内 胡可 以 绕 两 画 的 公共 中 心 转动 ， 将 肉 、 
外 西 盘 的 所 有 小 扇形 都 巢 成 红 ， 蓝 两 种 颜色 之 一 ， 且 染 同 一 颜 
色 的 小 扇形 两 盘 中 总 计 为 22 个 证明， 可 和 将 内 盘 转 到 一 个 适 
当 位 置 使 两 盘 中 户 形 对 齐 ， 而 灶 应 颜色 不 同 的 扇形 不 少 于 
a 对 和 
把 红色 出 形 对 应 于 0， 蓝 色 盘 形 对 应 于 1， 那么 当 对 应 的 
两 个 剧 形 同色 时 ， 其 和 为 1、 对 应 的 两 个 扇形 异 色 时 ， 其 和 为 
1 ,内 此 , 用 上 ess，…，uar 和 万，& ，…，523) 分 别 记 外 盘 
和 内 各 各 遍 形 的 值 。 当 固定 外 盘 ， 内 副 转 动 到 5b, 与 a1 相对 
时 ， 对 应 的 房 形 之 和 组 成 一 个 2 维 的 布尔 向 量 
(ai 而 ，22 十 页 1， ar 十 和) D 
本 题 的 结论 便 转 化 为 证 明 : 
存在 -个 正 整 数 i{1 祥 ;7 这 2 ) 使 得 中 式 中 的 2 个 分 量 中 ， 
1 的 个 数 不 少 于 x 个 、 
” 假定 肉 盘 中 红色 扇形 有 大 个 (0 近世 2n)， 则 内 、 外 两 盘 
中 两 种 颜色 扇形 的 个 数 如 下 表 所 示 ， 
内 盘 | 红色 个 | 蓝 色 2 -个 
外 盘 | 红色 2x -人 个 小 色 卡 个 


内 盘 中 每 个 红色 亡 形 与 外 盘 中 每 个 蓝 色 雇 形 构成 一 个 1， 共 有 
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个 上 ， 2 一 上 内 盘 蓝 色 和 扇形 与 外 盘 2n -大 个 红色 山形 构成 
(27 一 AD 个 1 ， 所 以 ， 当 外 丽 固 定 ， 内 盘 转 动 24 次 绕 过 一 
周 后 ， 共 有 
(Da ~ +R dn dik +2k =2(2n -2nk +k*) 
=2| n+(n 一 点 1| 节 2722 ， 

由 于 在 22 次 转动 后 至 少 要 出 现 2n? 次 1.， 故 至 少 有 一 次 
要 出 现 w 个 1， 

在 这 西 个 例题 中 ， 我 们 可 以 看 和 到， 染色 虽然 也 有 划分 两 种 
对 立 状 态 的 作用 ， 得 没有 赋值 ， 就 很 难 进 … 步 推 证 ， 
2. 特殊 值 法 

解 选择 题 时 我 们 常常 使 用 -种 被 称 为 "特殊 值 法 ”的 方法 ， 
例如 ， 道 问 题 : 

当 a ,5 是 两 个 不 相等 的 止 数 时 ， 下 列 三 个 代数 式 ， 

用 : et) 乙 

两 [9 和 + 访 】 中 间 ， 信 最 大 的 一 个 是 ( 。 ) . 

(A) 必定 是 甲 ; {B) 必定 是 乙 ; 

(C) 必定 是 认 ; (DD) 不 能 确定 ， 与 a，5 的 信 有 关 。 

取 a=1. 5=2， 可 排除 (B)，(C)， 再 取 =2，8 = 3， 
可 排除 (A)， 故 应 选 (D). 

当 我 们 需 赛 处 理 的 数学 对 象 并 非 处 于 两 种 对 立 状态 ， 而 是 
基 争 元 状态 时 ， 当 然 不 表 适 福 寺 赋值 1 或 0 来 求解 .这 时 可 以 
县 体 问 题 具体 分 析 ， 极 据 问题 的 需要 赋予 - 些 数学 对 象 以 特殊 
的 数值 ,一般 地 ， 赋 值 的 目的 仍 是 把 未 能 有 具体 运算 的 对 象 转化 
为 数值 运算 来 寻求 证 明 ， 

30 年代 初期 ， 某 省 有 一 道 化 有 趣味 的 数学 竞赛 试题 . 
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7 上 菜 杯 口 全 亢 下 ， 特 次 操作 可 将 其 中 + 只 翻转 ， 问 能 耕 
经 过 有 限 次 操作 ， 将 茶杯 全 变 成 口 朝 上 
有 一 个 巧妙 的 方法 解 此 古 ， 我 们 邻 
丁 [ 朝 上 一 1， 杯 口 贿 下 ~ 上 
天梭 时 7 只 杯 口 爹 朝 下 ， 共 对 应 值 的 马 积 为 
CYC- x(-1 <x(-ix(t-1) 
> = 1 一 |， 
每 次 需 转 了 县 茶杯 ,相亲 于 改变 车 式 中 磷 边 了 个 因子 中 二 个 的 
符号 ， 并 不 影响 其 汪 和 的 符 导 ， 因 此 ， 不 管 操作 多 少 次 ， 乘 积 
结果 永远 是 一 1 ,而 7 只 林口 帮 朝 上 时 ， 乘积 应 为 =1 。 这 意 
味 着 ， 要 通过 所 说 的 操作 使 得 7 个 杯 口 缘 朝 上 是 不 可 能 的 。 
例 1 组 装甲 ， 乙 、 上 内 二 种 产品 ， 寅 用 癌 ， 吾 ， 避 三 种 霍 
件 . 每 件 甲 产品 需要 4 , 吃 和 闪 2 个 ; 每 件 乙 产品 需 用 B,， 遍 
各 1 个 ; 每 件 再 产品 需 用 2 个 4 和 1 个 所. 用 库存 的 入 ， 吕 ， 
已 二 种 零件 组 成 声 件 甲 产 品 ，9 件 乙 产品 和 件 再 产 若 ， 则 重 
下 2 个 4 零件 和 1 个 后 零件 , 得 全 过 件 恰 好 用 完 . 试 让 :无 
论 如 何 改 变 甲 、 乙 、 再 的 件数 ， 也 不 能 把 A，B、C 三 种 零件 
都 恰好 用 完 、 
我 们 给 A，B, 0 三 种 零件 规定 … 个 价格 ; 
站 一 |] 无 ,B22 元 ,C4 元 ， 
则 甲 、 乙 、 次 三 种 产品 的 价格 分 别 为 ; 
甲 产 品 >2X1 +2x2=6， 
世 产 品 一 一 *1X2+1X4=6，, 
再 产品 一 =2xX1+1x4=6， 
剩余 霍 件 一 一 2x1+1x2=4， 
所 以 ， 零 件 的 总 价格 为 
{pt+gqgtr)+4d. 
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雕 此， 不论 怎样 改变 甲 、 乙 、 丙 三 种 产品 的 数量 结构 、 都 不 能 
使 总 价格 恰 为 6 的 倍数 ， 也 就 不 能 把 全 部 零件 用 完 . 

本 题 妇 用 绚 方程 求解 则 比较 麻烦 ， 用 赋值 的 办 法 财 比 较 
简便 . 

例 2 有 男 ,， 妇 防备 放大 ( 衬 科 围 坐 成 一 个 加 图， 车 顺 
序 相 邻 的 3 大 中 ， 怡 有 有- -个 男孩 的 有 组, 恰 有 一 个 女孩 的 有 
组 ,那么 -YY 一 定 能 被 3 整除 . 

用 & 表示 第 i 个 核子 (=1，2，…， 1 ， 给 每 个 孩子 对 


应 -个 数 ， 男孩 对 应 zg= - 二 + 妆 女孩 对 应 w?= -二 ~ 


ol 


各 ，ua- 上 于是， 在 每 个 3 人 组 由， 
1， 当 4，di1，Qi1; 为 三 男 或 三 女 时 ， 
U1 2 当 @ er di+1 为 二 男 一 女 时 、 
[2, 当 wj ，w ,1，Qi41 为 -- 黑 二 妇 时 ， 
把 所 有 3 人 组 对 应 的 数 相 乘 ， 其 积 为 
(ee te = wrer = Ur re am , 
男 一 方面 ， 在 所 有 3 人 组 中 、 每 一 个 a, 都 出 再 怡 好 3 次 ， 所 
以 乘积 又 应 该 是 
Gil3=1 
于 是 w* =1， 从 而 y- 了 是 3 的 倍数 ， 
3, 排序 思想 
在 一 些 数学 问题 中 涉及 到 - - 批 可 用 数量 来 刀 画 的 对 象 【 如 
数 的 大 小 、 线 段 竟 长 短 、 角 的 大 小 等 等 )， 如 果 它 们 之 间 没 有 
需 序 ， 杂 乱 无 章 ， 往 往 会 使 许多 有 利于 解 题 的 条 件 隐蔽 起 来 ， 
给 解 题 带 来 困难 。 因 此， 在 解 题 之 前 ， 可 能 的 话 给 它们 规定 -- 
种 次 序 ， 天 然 的 或 人 为 的 ， 都 常常 有 圾 于 解 古 的 思考 ， 
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排列 是 - -种 特殊 的 赋 昔 遇 射 : 
设 " 是 被 研究 的 元 素 ， 把 和 的 顺 号 排 在 x ， 则 相当 于 
dn 

排 疗 因 柜 有 助 于 河 题 解决 ， 可 从 下 例 看 出 : 

某 片 树林 中 所 有 的 树 高 度 都 不 超过 
20 米 ， 作 何 两 株 树 之 间 的 贞 离 ,都 不 超 
过 写 们 的 高 度 之 差 . 那么 我 们 一 定 可 以 
州 一 条 不 超过 各 米 的 往 管 把 所 有 的 树 都 
图 起 来 . ; 

问题 的 条 件 好 像 不 太 充 分 ， 这 些 树 
生长 的 状态 没有 作 弃 分 交待 , 它们 杂乱 网 6- 12 
无 童 ,“ 远 近 商 低 各 不 问 "， 管区 似乎 无 从 围 起 . 

但 我 们 可 借助 排序 加 想来 解 此 题 : 

假设 这 片 树林 中 共有 ”> 株 树 ， 把 这 些 树 从 高 到 矮 排 一 个 
顺序 。 设 其 高 度 依次 是 ai ，4;，*…，w,，， 根据 题 意 应 有 

dd 
现在 按 这 个 次 序 把 树 的 根部 依次 连接 起 来 (如 图 6 一 12)}， 就 得 
到 -条 扩 线 ， 这 条 折线 的 长 度 不 太 于 
{apart(tar ea) t+ (a, -ua,) 
= 20{ 米 )， 

于 基 ， 我 们 只 要 洛 善 这 条 折线 把 它 的 两 侧 孝 围 起 来 ， 所 有 有 的 树 
使 都 赎 进 点 了 ， 而 篇 答 的 长 度 是 折线 的 喇 倍 ， 厅 超过 40 米 ， 

解决 这 道 问 是 时， 把 所 有 的 利 按 其 高 度 排 序 起 了 关键 的 作 
用 ， 它 揭示 了 往 管 应 遵循 的 走向 ， 凤 根部 的 那 条 折线 ， 闻 时 保 
证 说 那 荣 折线 的 长 度 不 超过 树 的 最 大 高 度 ， 由 此 可 见 排 序 诛 理 
的 妙用 ， 
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例 1 用 个 正 数 ai as，…， 二 的 算术 平均 数 4 = 
外 各 与 儿 何平 均 数 避 Yaa 之 间 具有 关系 : 


GA, OD 
这 中 一 个 著名 的 重 昌 不 等 式 ， 它 有 各 种 各 样 的 让 法 ,包括 
数学 归纳 法 . 但 奇怪 的 是 ， 长 期 以 来 ， 使 用 数学 归纳 法 的 证 明 
都 是 合用 的 间接 归纳 法 ， 一 直到 20 此 纪 中 叶 才 有 人 利用 排序 
思想 给 出 ，- 些 直接 的 妇 纳 法 证 明 . 
不 妨 假 定 中 过 es Se ， 那 么 
| 六 四 
因此 (一 acez0fa - 后 )220， 
那么 (A-a)la,— Al= Au,+ Aal— A — ala,0, 
或 者 At{tajta, Ajua,. 
假定 对 于 任意 ， -1 工 个 正 负 实数 ， 作 式 成 立 ， 善 虑 -1 
个 实数 


GR 


a2 ast toa- tt (Carta —Al nA-A 


| dd2 7 da Gn A A 
" mn-il 于 一 全， 
1 一 一 一 
"aas “a Ca 二 一 ES | 下 
由 归纳 航 定 
ml -一 
2 ada, 
APN A 
4 1 dy 
于 以 A 3 
或 A Bald2 a, . 


即 得 中 式 对 4 也 成 立 ， 
在 许多 不 等 式 的 证 明 中 ， 上 更 多 地 用 到 排序 思想 ， 因 为 它 基 
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二 下面 的 重要 定理 : 
没 gd ， 
满足 条 件 


Ee Pb . 


a B11, 2s ,2 个 非 零 实数 


Wb td tt ad a tabia te tah, 
ab t adit tadb. (9 
许 杀 征 要 的 不 等 式 部 串 以 通过 排序 不 等 式 加 推导 出 来 ， 
例 2 设 z， x 部 是 止 整数 ， 二 满足 
rr 全 
求 rr 中 的 最 大 值 ， 
由 十 菜 性 的 对 称 性 ， 不 妨 设 
TS @ 


由 于 这 排序、 就 改变 了 条 件 的 对 称 性 ， 柑 当 于 增加 了 一 个 附 
各 条 件 
2 【022) 。 
诗风 ,着 x1=1,， 网.=.= 11， 代 A 入 中 将 有 
Cn — 1) + ,= 2,. 
这 是 镍 站 的 .有 了 这 附加 条 件 、 就 吕 扒 得 


| 十 2 十 十 -人 


一 
“ East | 
2 


加 Te, I-71 
《人 
| 1 


2 Ty 
I a 2 


nl -~ 


N21 
人 > 
上 


一 了 1 


EA ! 1 i ] 
273 


时 二 it=2 时 ， rw 确 能 取得 最 
大 值 ，、 也 就 是 x ，x*a，…，xzw 中 的 最 大 值 ， 

在 这 一 节 中 ， 我 们 讨论 了 儿 种 赋值 思想 ， 赋 值 的 特点 是 : 
将 … 些 数学 对 象 里 射 为 一 些 特 跌 选 定 的 数值 ， 然 后 借助 于 这 些 
特殊 的 运算 来 锥 理 ， 赋 侦 的 椒 质 是 -种 映射 思想 ， 把 数学 对 象 
映射 为 特殊 的 数值 ， 由 于 这 些 数值 的 引入， 增加 了 解 题 的 条 
件 ， 因 而 能 为 解 题 提供 有 瘟 的 帮助 。 


五 、 表 示 思 想 


表示 尾数 学 中 最 常用 的 上 术语. 

一 个 数学 抑 素 常常 有 不 同 的 表示 方法 .。 例如， 每 一 个 正 整 
数 rw， 在 十 进 制 中 可 以 惟 一 地 表示 成 

a 0" + a lO f+ arld)+ar 
的 形式 ， 其 中 a1 1 ,2 9 wD， 7=0, 1，2， 
…， 0 ， 除 此 之 外 . 正 整数 还 有 二 进 制 、 三 进 制 等 表示 方法 ， 
还 有 标准 分 解 表示 法 等 等 ， 

解析 几何 的 一 个 基本 思想 就 是 把 点 用 坐标 的 形式 袁 示 ， 用 
坐标 表示 的 方法 本 身 也 是 儿 种 多 样 的 ， 如 直角 华 标 、 极 坐标 、 
面积 坐标 等 等 . 

表示 是 -种 特殊 的 映射 ， 它 把 元 素 a 从 一 种 形式 上 映射 为 
另 -一 种 表示 形式 ， 

auFra 的 另 一 种 表示 形式 。 

正 是 数学 元 素 的 不 同 囊 示 形 式 ， 人 大 地 让 富 了 数学 的 内 
容 ， 提 供 了 解 题 的 技巧 。 因 此 ， 善 十 运用 不 同 的 表示 是 . -种 重 
要 的 数学 思想 方法 ， 

1. 正 整数 的 表示 
如 前 所 述 ， 正 整数 的 表示 方法 是 多 种 多 翌 的 .哪怕 是 最 简 
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单 的 1 它 在 数学 中 和 有 娜 些 表 天 ， 丽 怕人 生 何人 都 难以 全 面 回 
符 ， 例 如 、1 可 表示 为 : 

1= te 了 玫 -n+eos 6, 

1 = eu0=loga=jgln0,(u>0) 

上 = (Y=, 


1 3 f - 1 + v3 i 
re 2 2 了 
.snr 所 一 | 

im 一 一 
or i ” 

:I 


1 = 

1 = 

1 基 模 jw 的 个 剩余 类 、 

] 是 “大 衍 炒 -” 中 的 ]， 

1 是 : 侍 工 程 的 总 体 ， 

1 是 必 然 事件 的 概率 ， 
千 等 、 阿 租 可 以 无 穷 无 尽 地 纠 举 下 挟 ， 

困 此 ， 在 解数 学 问题 时 ， 决 不 能 把 “1 "简单 地 只 当 作 最 小 
的 自 整 数 ， 那 样 将 会 使 你 寸步 难 移 ， 枚 区 的 ， 如 能 对 *1" 这 个 
数字 的 多 种 瞄 示 进行 这 样 或 形 样 的 联想 ， 将 会 得 到 奇特 的 
元 果 。 

例 1 在 区 癌 02 中 ， 求 出 所 有 的 实数 .:、 使 满足 

2cosr Ei, Ti -nr | 2, 

如 在 根 号 下 将 | 形 示 为 sm + eow.r， 则 被 开 方 式 化 为 完 
个 平 地， 以 而 有 

.+ainr ee Ts {=| sn tomr 一 ‘Snr -onr||, 


一生 便 可 以 分 区 亲 讨 伦 了 ， 


到 
sirde ， 
we 
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有 些 数 常常 叮 转 化 用 二 角 世 数 表示 ， 从 而 可 简化 间 题 ， 如 


4 下 要 号 


未 2TB 21v21V2t 1， 
: Td v2 
如 提 注 意 到 ecos43 - 3 og 全 1l+e 可 2 
于 是 猜想 


亚 朵 中 


20 


7 三 45 
Ye2+Vw2+ ty 0 1: 


用 数学 归纳 法 极 易 证 明 ， 
例 2 试 证 : 对 任意 的 正 整 数 >， 数 


-1 六 + 


都 不 是 灼 数 ， 
本 题 如 用 数学 归纳 法 去 证 明 是 不 恰当 的 ， 共 关键 基 利 用 正 

整数 的 :-- 种 表示 方式 ， 令 

i241 71=], 2, .nn, 
其 中 pi 为 非 负 整数 ， t; 为 奇数 . 在 RI Br ,Hh 诸 数 
中 ， 必 有 一 个 最 大 者 ， 而 且 是 惟一 的 ， 设 为 m; ， 再 令 自生 
如 十， 现在 设 

1 
用 2 了 工 生 4 车 4 为 整数 ， 则 谋 边 2 了 A 为 
整数 ， 而 右边 降 : 一 这 一 项 外 ， 在 乘 以 2 1 之 后 也 均 为 整 


数 ， 但 2 1 丰 这 人 人 和， 分 上 为 奇数 而 分 母 
为 2， 故 不 能 为 整数 。 从 而 右边 不 为 整数 . 这 个 巴 盾 证 明了 所 
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爱 的 结论 . 

由 以 上 一 例 可 见 ， 丰 解 与 葡 数 有 关 的 问题 时 ， 要 充分 利用 
数 的 各 种 表示 形式 .一 个 止 向 数 有 参 种 上 长 示 形 式 ， 常 岂 的 有 :; 

(1) 带 余 形式: a = 

(2) 标准 分 解 式 :1 pa pr (pj 人 pi pp 
为 质数 ，cal，a:，…e 为 让 整数 ); 

(3) #4 二 2 的 形式 :jr 为 非 负 整 数 ，/ 为 奇数 ; 

(4) 各 种 相同 的 进位 制 ， 如 一 进 制 、 三 进 制 、 和 二进制 

合理 地 选 托 整数 的 胡 示 形式 ， 常 村 解 照 太 有 帮助 ， 
2， 坐标 方法 

笛 卡 儿 的 坐标 法 构建 起 了 沟通 数 与 形 的 桥梁 ， 点 与 坐标 之 
町 的 下 和 上 映 射 、 主 柑 表 示 成 了 学 习 数学 必须 共 备 的 基础 知识 和 
基本 技能 .在 天 述 数 形 结 人 台中 想 时 ， 我 们 还 将 详细 讨论 ， 故 此 
处 其 矿 .只 略 举 二 例 ， 以 备 … 格 而 己 ， 

例 1 若 |51<1， :5 过 1 .求证 

sah tv (a sl. 

从 要 让 的 不 等 式 让 过 的 结构 使 我 们 联想 
到 几何 中 的 托 列 迷 定理 ， 

阅 崔 接 则 边 形 两 组 对 和 边 之 各 的 和 小 于 两 
村 骨 线 的 积 . . 

如 加 6 一 13， 以 AB= 1 为 志 径 作 阅 ， 并 
在 AB 辣 侧 分 别 取 阅 上 的 两 点 (9 和 总 ， 使 
AC=a， BD.:b， 那 么 就 得 到 映射 

以 上 一 

pi BD. 
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vl -a BC, 

V1- -AD, 

ab tv Tav lp AC B+ AD'BC, 
上 式 的 右边 恰好 就 是 托 列 迷 定 理 的 左边 ， 注 意 到 AB=1,，CD 
沪 1， 便 有 有 

AC'BD 1 AD' BCEAB'CDEAB-1. 
这 就 证 明了 | wp rv vi RB 返 1 

和 例 2 设 下 为 人 4BC 的 识 (D 上 任 一 点 、 直线 AE 交 BBC 
于 下 ， 直 线 BE 交 AC 于 (7; ,求证 直线 DF、DG 关于 (CD 
对 称 ， 

如 图 6- 14， 要 证 DF、DG 关于 CD 上 
对 称 ， 吕 要 证 BDF = ADG， 或 AD C 
与 ZADF 亚 补 ， 也 戎 证 直线 DG 与 直线 6 
DF 的 斜率 互 为 相 肥 数 ， 

以 AB，DC 为 坐标 轴 建 立 如 图 6 于 子 一 禾 一 礼 一 
之 坐标 系 。 有 阳 可 将 各 点 映射 为 它 的 华 标 ; 

A {a, 0), 图 6-14 

B= (th, 0), 

CH (0, 0)， 

E> (0, 上 &), 

DF (0, 0). 
于 是 ，AC ，BE 的 方程 分 别 为 ; 

人 二 YE， 

大 十 Py 一 酸 ， 


由 方程 组 解 出 上 点 的 坐标 为 
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| ab{k ee) ‘(ab) 
To ak-be be “ 


大 而 得 DG 的 料 率 为 


类 似 地 ， 可 得 DE 的 斜率 为 

(1 

2 bk oe) 
于 是 有 | 二 一。 
3. 图 表 方 法 

有 些 需要 解决 的 数学 问题 ， 涉 及 的 对 象 比较 庞杂 ， 讨 论 起 
来 十 分 困难 ， 有 时 可 设计 一 张 医 或 列 一 个 表 ， 合 讨论 的 对 象 比 
较 直 观 ，- 一 目 了 然 ， 这 样 有 助 于 问题 的 解决 ， 

设计 图 表 是 一 种 特殊 的 映射 方法 ， 它 把 一 些 数量 关系 转化 
为 图 表 ， 人 如 在 建立 其 映射 关系 时 ， 往 往 需 要 很 强 的 构造 能 力 ， 
所 以 要 与 构造 思想 很 好 地 结合 起 来 ， 

例 1 马路 上 有 6 个 车 站 ， 今 有 ~- 辆 汽车 由 第 一 站 驱 向 第 
六 站 - 沿途 各 站 都 可 以 自由 上 下 乘客 ， 但 此 辆 汽车 在 任何 时 刻 
都 只 能 载 客 $ 人. 试 证 明 ; 在 此 6 站 中 必定 有 两 对 (4 个) 不 同 
的 车 站 A1，B1; 4 ，B {Ai 在 Bi 之 前 ， A; 在 8; 之 前 )， 
使 得 没有 乘客 在 和 4| 站 上 车 而 在 Bl 站 下 车 ， 也 没有 乘客 在 A， 
站 上 车 而 在 B; 站 个 车 ， 

如 果 用 (Cs 和 jj 委 6) 表示 从 第 i 站 上 车 ,而 在 第 } 
站 下 车 的 旅客 数 ， 它 满足 0a 所 5 ， 就 可 以 把 各 站 上 下 车 人 
数列 成 一 个 表 ， 如 图 6 一 15 所 示 . 

显然 在 表 的 古 上 人 第 有 -个 3x3 的 块 ， 看 这 个 起 中 的 9 个 
数 所 此 示 的 上 车 人 数 ， 在 第 四 站 前 还 没有 一 个 下 车 . 所 以 9 个 
数 之 和 不 能 超过 $， 又 由 于 它们 都 是 非 负数 ， 必 然 至 少 有 4 个 
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0 ， 这 4 个 10 分 布 在 三 行 三 列 上 上 ， 必 堆 至 少 有 两 个 0 既 不 同行 
六 不 同 刘 ， 设 为 ajy 和 a (2 jj 项 n 玫 7)， 屠 
么 就 没有 旅客 在 第 m 站 上 车 而 在 第 ， 站 下 车 ， 也 没有 旅客 在 
i 站 .上 车 而 在 第 j 站 下 车 ， 


EE -一 一 了 
; Fi 一 过 贡 ji 五 六 
| 上 

_- ~ a | a ，， 

二 人 tl 

四 
i 

六 


图 6- 41S 

本 题 的 列表 解法 实质 上 是 建立 了 一 个 十 分 巧妙 的 上 映射， 将 
在 第 i 站 上 第 ; 站 下 的 人 数 ， 有 映射 到 上 三 角 阵 第 i 行 第 ; 列 的 
位 置 ， 从 而 构造 出 一 个 有 用 的 3x3 锻 阵 . 

例 2 剧场 出 售票 2” 张 ， 每 张 票 价 5 元 ,每 人 根 购 一 张 . 
开始 时 售 顶 处 设 有 钱 ， 而 排队 网 票 的 前 2? 大 中， 一 半 人 持 有 有 
5 元 币 ， 另 一 半 估 持 有 10 元 币 . 训 让 售票 处 不 发 生 找 钱 困 难 ， 
这 22 个 购 票 人 有 多 少 种 不 同 的 排队 方法 ， 

这 是 -个 计数 问题 ， 但 它 的 计算 太 复 杂 ， 我 们 说 计 个 与 
之 同 构 的 图 形 : 在 平面 直 钟 坐标 系 Orzrv 中 ， 用 原点 QO 玫 朱 焦 
票 处 ， 哆 票 者 依次 以 横 众 标 为 ]，2，…，2n 的 点 表示 。 令 每 
个 持 10 元 和 市 者 对 应 +1， 持 5 元 所 者 对 应 - 工 ， 显然 ， 任 何 前 
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个 购 票 者 所 对 应 的 数 之 和 必须 小 于 1， 酉 则 就 会 出 现 找 不 出 钱 
的 情况 . 今 以 到 为 横 坐 标 ， 前 上 个 人 所 对 应 的 数 之 和 为 纵 坐 
标 ， 就 对 应 衬 面 上 的 一 个 格 点 ， 师 次 连结 这 些 点 就 得 到 从 (0， 
0 ) 到 (22，0 ) 的 -条 折线 ， 这 条 折线 与 2n 个 人 的 排队 方法 有 
一 -一 对 应 的 美 系 ， 并且 不 发 生 找 钱 困难 的 排队 方法 所 对 应 的 折 
线 不 与 自 线 v= 1 相交 ， 

现在 的 问题 是 转化 为 计数 从 (0 0) 到 (284,， 0) 之 间 的 折 
线 、 这 种 折线 基肥 段 上 升 ，， 段 下 降 ， 每 一 条 都 由 它 上 升 
的 段 的 位 置 决定 ， 故 有 折线 C3 条。 而 与 直线 v= | 相交 的 
折线 数 为 (3 ' 条 (将 这 样 的 折线 在 第 一 个 交点 处 以 y 二 1 为 轴 
订正 扩 转 、 就 得 到 一 条 从 (0) 到 (2nx，2 ) 的 折线 ， 它 有 7 
+ 上 航 上 开 ， ww -1 段 下 降 ， 上 故 有 C3, ! 条 )， 从 而 不 发 生 找 钱 
国 准 所 对 应 的 折线 有 (3, -03 = 上 CS 条， 

本 骂 中 综合 使 用 了 赋值 、 映 射 、 构 形 等 多 种 方法 ， 需 要 较 
高 的 技巧 ， 


六 、 同 态 思 想 


现代 数学 研究 手 象 的 运算 ， 让 我 们 来 分 析 一 下 ， 运 算 的 本 
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质 是 什么 ”考虑 下 整数 的 加 法 运算 : 

3+5=8, 
我 们 把 它 改 写 为 

(3, 5) 上 一 8 ， 

因为 3，5，8 都 是 正 整 数 集 N 的 元 素 ,，{3, 5) 是 N 与 N 
的 一 个 序 偶 ， 或 者 说 是 笛 卡 儿 积 Nx N 的 -个 元 素 . 因此 ， 
我 们 可 以 说 : 正 整数 的 加 靶 是 集合 N 的 笛 卡 北 积 NxN 到 集 
合 入 中 的 一 个 映射 。 

据 此 .“ 运 算 " 可 以 抽象 地 定义 为 ; 

设 A 和 B 是 两 个 集合 ，A 的 笛 卡 儿 积 4 x A 到 集合 B 的 
一 个 映射 ， 称 为 集合 A 的 一 个 二 元 运算 ， 

这 个 定义 可 表示 为 图 6~17.。 


ab=r., 


图 6-17 - 

当 B 是 A 的 子 集 时 、 则 称 运算 封闭 

如 果 集 多 中 有 一 种 运算 ","， 集 Y 中 有 一 种 运算 "x "， 上 上 
是 集 蕊 到 了 的 身 射 ， 如 果 在 映射 中 能 保持 运算 不 迹 ， 即 对 于 
大 中 的 任意 两 个 元 素 rl，rz， 若 

Tf(r)= rl > FT) 一 Va， 

使 有 xz) fr) ys 2 
我 们 就 说 六 是 一 个 “从 多 到 YY 的 (关于 运算 "与 “x "的 ) 
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同 态 ”. 如 果 了 上 又 是 一 一 对 应 ， 则 称 为 " 同 构 ”， 


例如 ， 设 站 为 全 体 整 数 ，Y = i0，1, 2， 


模 7 的 一 个 完 系 ， 上 是 问 余 映 射 ; 
Emtr—>r (GEX，rEY) - 


， 开 一 上 是 


易 知 ， 对 于 到 中 十 意 两 个 元 来 t+ rl， Rom tt ras 有 


(i 


因此 ，/ 是 X 到 YY 的 关于 加 法 “+ "的 同 访 ,并 且 易 知 了 对 于 


乘法 ”也 是 同 态 ， 因 为 


{kimt+t ri tksmt ri rr;. 


我 们 知道 ， 复 数 有 多 种 表示 形式 .如 : 
代数 式 : e+ 下 ; 

三 骨 式 ; (cos6 + rsing)y 

指数 式 ， pe”; 

向 量 式 ， OX. 


这 些 表 示 之 间 都 可 以 建立 一 一 对 应 的 美 系 ， 


爱 射 . 
例如 复数 的 代数 式 与 三 角 式 之 闻 的 对 应 : 
at bis——*r (cosd + isind)}, 


其 中 r=v ait 天， cosg= 全， sing= 


对 于 复数 : 

aa1 寺 ze rr {cosd) + ising ), 

dz+ patra (cosds + jsing), 
则 有 


reosgi + 71sing)) + rafeosg: + ising,) 


它们 都 是 阿 构 


= {ricosd 十 racosBz) + (rising + rosing,) 
(atan) ti(bl th ) = (arthi) + (a+ bi), 
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ri{cosO + isintn ) rt cosGs + fsint ) 

= pr os omth + icosgisinga + isind ost - snbisinp2) 

ira (cosbioosf — sinflsings ) + irirz (sinGicost2 + 
cost ising, ) 

{tad — bh) + i(arby t+ ad) 

= {atibi)(as t ib2), 
这 就 证 明了 复数 的 代数 式 与 二 角 式 同 构 . 

利用 同 态 或 司 构 贾 射 解 题 ， 在 很 兆 场 侣 比 … 般 的 映射 更 为 
有 效 . 我 们 在 前 面 讨 论 的 各 种 映射 中 ， 就 有 不 少 是 同 态 或 同 


构 的 ， 
”下面 我 们 看 几 个 利用 同 态 思想 解 题 的 例 . 
1, 同 访 


例 1 2n 个 篮球 队 参 加 循环 赛 ， 每 两 队 之 间 均 需 赛 一 场 ， 
共 乱 比赛 (2 = 2 一 上 = (2 一 1) 场 但 为 了 保证 各 队 
”的 休息 ， 每 队 每 天 至 多 进行 一 场 比 赛 。 由 十 每 队 需 要 进行 
2n 一 1 场 比 赛 ， 因 此 至 少 要 赛 2n 一 t 天 .现在 的 问题 是 ; 27 一 
1 天 是 否 一 定 能 够 赛 完 ?” 如 果 可 能 ， 怎 样 安排 出 比赛 的 日 程 
表 ? 
” 管 案 是 肯定 的 . 具体 安排 日 程 表 的 办 法 是 利用 * 同 余 ”. 
先 考虑 前 22 -1 个 队 ， 即 1.2，…, 27 -1 ,车 其 中 两 个 
队 7, 了 满足 
ij (mad 2 一 1)， 
则 在 第 上 天 安排 i 与 ; 比赛 . 
在 这 样 的 安排 下 ， 前 2n -1 个 队 每 队 每 大 宇多 赛 -- 场 . 
事实 上 ， 在 第 点 天 ,了 的 对 手 为 上 - 工 或 2 -1+ 玫 一 个， 
上 上 当天 > 
i+ 


284 


当 且 仅 当 
7 mod2n 1) 

上 时， 7 在 第 六 天 没有 安排 址 去 . 

将 上 式 变 形 为 2i=& (med 2n 一 1)， 上 骨 莱 以 ww， 得 

2ni=nk (rad 2n —1), 
或 i (mod 272 ~1). 
所 以 ,在 第 1，2，3，…，22 一 1 天 没有 安排 进来 的 队 分 别 为 
I ,n+l,*', 2n-1. 

对 十 得 个 i， 上 一 2 Cmod 7) 互 木 相 问 (k=1,，2,…， 
2n 一 1)， 所 以 i 与 其 他 2x -2 个 队 都 比赛 了 -- 场 . 

最 后 让 第 24 队 安 排 进 米 ， 让 它 和 当天 没有 安排 比赛 的 队 
比赛 ， 即 第 点 天 与 nk (mod 22 一 1 ) 比 赛 . 

如 果 是 22 -1 个 队 ， 也 震 要 2n 一 1 天 才能 赛 完 ， 因 为 第 
-大 有 个 队 轮 证 ， 这 个 队 以 后 要 用 2n -2 天 进行 22 -2 多 
比赛 ， 所 以 比赛 的 天 数 不 少 于 2n 一 1 二 。 另 一 方面 2n 一 1 个 队 
可 采用 2n 个 队 的 安排 方式 安排 比赛 ， 其 中 有 几 场 轮空 所 以 
27n ~1 天 也 是 足够 的 ， 

在 这 个 问题 的 解决 中 ， 利 用 了 间 余 "映射 ， 也 就 是 利用 了 
“ 辣 态 “映射 ， 

例 2 在 第 四 意 中 ， 我 们 介绍 了 " 抓 火柴 "游戏 的 取胜 第 
呵 , 它 是 利用 映射 到 二 进 数 来 解决 的 ， 漫 立 堆 火柴 的 根 数 分 关 
是 28，19，13 支 ， 将 它们 上 映 射 为 二 进 数 ; 

23 一 一 人 1jt0O0， 

19 一 一 010011 ， 

45——*101101. 
这 是 对 加 法 运算 的 同 态 映射 , 

现在 我 们 来 考虑 另 -个 数学 游戏 ， 
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如 图 6 一 18， 在 8xX8 的 突 盘 中 放 有 
三 枚 模子， 两 人 轮流 移动 棋子 ， 每 一 次 可 
将 任何 一 核 械 子 移动 若 于 格 ， 不 准 不 移 . 
也 不 淮 同时 移动 两 核 以 上 的 模子， 移动 的 | 
方向 必须 按 箭 头 运行 的 方向 ， 可 以 几 枚 棋 
中 落 在 司 一 格 中 ， 所 有 的 异 子 都 要 移 到 画 
有 图 圈 的 格子 里 ， 谁 将 最 后 一 校 模 子 移 到 
这 个 画 圆 圈 的 格子 里 ， 谁 就 取得 胜利 、 问 图 6-18 
淮 有 取胜 策略 . 

这 个 间 题 虽然 形式 上 与 抓 火柴 的 游戏 不 同 ， 但 实际 上 是 一 
样 的 ， 我 们 只 要 作 映 射 : 

一 极 棋 子 称 到 画 区 立方 格 的 步 数 一 一 一 堆 火 柴 数 一 -一 一枝 
棋子 移动 的 步 数 一 = 在 一 堆 火 柴 中 取 走 的 根 数 . 

于 是 ; 棋子 A 一 >*28 一 01t100， 

棋子 B- 一 *19 一 -*010011， 
楼 子 CC 一 45 一 "101101 ， 
这 显然 是 一 个 同 态 映 射 . 

这 是 一 个 " 非 正 则 数组 ”， 与 可 火柴 的 游戏 一 样 ， 先 取 者 必 
竹 . 如 果 是 “正则 组 ”， 则 应 让 对 手 先 走 ， 后 肥 者 有 必 胜 策略 . 
2 类比 

我 国 南北 朝 时 的 唯物 论 学 者 范 乱 曾经 写 过 一 本 叫做 《 神 灭 
论 》 的 著作， 他 在 论证 人 死亡 后 并 没有 灵 碧 时 写 道 :“ 神 之 于 形 ， 
犹 利 之 于 刀 ， 未 闻 刀 没 而 利 存 ， 生 容 形 亡 而 神 在 . " 范 续 在 这 时 
用 的 是 一 种 类 比 推 理 ， 他 将 “ 形 " 与 “ 刀 " 对 应 ， 神 "与 * 利 "对 应 ， 
并 且 将 它们 之 间 的 依存 美 系 也 互相 对 应 : 

神 瞩 一 利 ， 
形 上 -> 刀 ， 
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拱 亡 ~* 刀 没 ， 
神 在 上 一 利 存 . 

在 这 个 对 庶 中 ,不仅 建立 了 元 素 之 问 的 对 应 ， 还 建立 它们 
之 间 的 关系 对 应 ,与 间 态 映射 极为 相似 .当然 范 续 所 用 的 对 
应 ， 并 不 是 严格 意义 下 的 数学 中 的 同 态 映 射 ， 只 不 过 与 它 有 四 
似 之 处 ， 可 以 进行 类 比 而 已 。 所 以 ， 我 们 把 这 一 节 的 标题 称 为 
类 比 ， 

类 比 是 一切 科 学 研究 的 重要 手段 之 --， 当 然 也 是 数学 研究 
的 重要 手段 之 …， 

用 类 比 研究 数学 的 思路 可 表示 为 ， 事物 A 有 性 质 a，4。， 
c，d'…， 事 物 昌 有 与 之 相应 的 性 质 a ,6 , c,d %…, 从 及 
的 性 质 之 中 可 导出 新 的 性 质 x+， 从 而 估计 从 B 的 性 质 可 推出 新 
的 性 质 > 与 之 相应 ， 

我 们 可 以 将 类 比 思想 与 同 态 映射 思想 作 如 下 的 类 比 ; 
集合 4 有 元 素 a ,b,c，a… | 事物 A 有 性 质 a ,Bb, dd 
集合 妃 有 元 素 a , 六,，c ，d"… | 利 物 B 有 性 质 a,， b,c， d… 


号 与 B 之 间 有 映射 关系 : 让 与 8B 之 间 有 “相似 "关系 ; 
如 一 | aa, 
五 一 | bh, 


A 中 某 些 元 束 通 过 上 的 运算 | A 中 某 些 性 质 推出 新 的 性 质 <， 
得 出 新 元 束 +，B 中 这 些 元 素 | B 中 相应 的 性 质 大 概 也 可 推出 
的 象 通过 B 的 运算 得 出 新 元 | 新 的 性 质 x ， 使 2 
ER 册 .= 一 一 
由 对 比 可 以 看 出 ， 对 于 同 态 映 射 ， 有 x 一 x 的 结论 是 肯定 
的 ; 对 于 类 比 ， 有 x 一 x 只 是 一 种 “大 概 可 以 "， 结 论 并 不 可 
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苞 ， 更 不 能 代替 数学 的 证 是 , 
类 上 比 锚 然 只 是 . -名 猜 测 ， 末 必 正 兢 . 但 是 波 利 亚 说 得 好 ， 
“如 果 把 这 种 猜测 的 做 真 当 作 肯定 性 ， 那 将 是 思 剖 的 ; 但 是 忽 
视 这 种 似 不 的 猿 铀 将 是 闻 样 愿 春 其 硅 更 为 感 囊 的 ，” 
流利 亚 在 他 的 名 车 《怎样 解 题 $- 书 中 ， 在 谈 到 类 比 时 ， 曾 
经 引用 " 求 均 匀 岂 面体 的 重心 "这 个 问题 作为 例子 。 从 三 角形 的 
重心 通过 类 比 推出 四 面体 的 重心 的 糙 质 .他 还 用 下 南 的 类 比 来 
推导 这 一 问 一 结论 : 
点 是 零 维 的 ， 线 段 是 - - 维 的 ， 平面 是 二 维 的 ， 空 间 是 三 维 的 . 
线段 的 边界 是 项 个 零 维 元 素 ( 端 点 )， 而 其 内 部 是 一 维 的 ; 
二 角形 有 3 个 零 维 边界 元 素 ( 顶 点 ) 和 3 个 一 维 边 界 元 素 
(三 边 )， 而 其 内 部 是 二 维 的 ; 
四 面体 有 4 个 零 维 边 界 元 素 {顶点 ). 6 个 - 维 边界 元 素 
(楼 ) 和 + 个 一 维 边界 元 素 { 面 )， 而 其 内 部 是 二 维 的 
把 这 些 数字 列表 如 下 ， 
零 维 一 维 二 维 二 维 
线段 ”2 1 
三 角形 3 3 1 
四 面体 4 6 4 
网 心 的 读者 不 难 发 现 流 些 D 
数字 是 杨辉 三 角 的 一 部 分 ， 这 
虎 示 在 线段 、 三 角形 、 由 曾 体 中 2 1 
之 间 有 一 种 值得 注意 的 规 
律 性 ， D 3 3 1 
既然 线段 的 重心 与 其 两 端 
点 的 重心 相 重合 ， 三 角形 的 重 个 4 6 4 
心 与 其 三 顶点 的 重心 相 重 合 ， 
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为 什么 我 们 不 能 设想 四 面体 的 重心 与 其 四 硕 点 的 重心 相 重 合 
了 呢 ? 并 及 ， 线 段 的 重心 按 1:1 的 比例 划分 其 黄 端 点 的 距离 ， 三 
角形 的 重心 按 2:1 的 比例 来 划分 任何 项 点 与 其 对 边 中 点 的 距离 . 
为 什么 我 们 不 应 该 猜想 四 面体 的 重心 是 按 3:1 的 比例 来 划分 其 
任何 一 个 顶点 与 其 对 和 商 重 心间 的 距离 呢 ? 

波 利 亚 在 评论 这 一 类 比 推理 时 写 道 ,“ 说 上 述 问题 所 提出 的 
和 猪 测 足 蚀 谋 的 ， 说 这 种 苹 妙 的 规律 性 竟 草 破坏， 这 点 总 吊 人 觉 
得 极 不 可 能 . 认为 和 谐 的 简单 秩序 不 会 骗 人 这 样 一 种 感觉 ， 在 
数学 及 其 他 科学 领域 中 指引 着 作出 发 现 的 人 们 ， 并 表达 为 拉丁 
格言 ,简单 是 真理 的 标志 1” 

例 1 没 在 得 面 上 有 一 个 毕 线 做 成 的 线圈 ， 它 的 周 长 是 
2 ， 我 们 又 用 纸 片 前 成 一 个 直径 基 ! 的 图 形 纸 片 。 证明: 不 管 
线 贺 作成 什么 样 的 曲线 ,我们 都 可 以 用 此 圆 形 纸 片 完全 盖 
住 它 . 

本 题 的 难点 在 于 线圈 可 以 是 任意 的 形状 的 曲线 ， 如 果 线 圈 
是 一 个 特殊 的 形状 ， 例如 圆 ， 间 题 就 好 办 得 多 ， 只 要 像 图 6 - 
19(«) 那 样 ， 把 纸 片 的 圆心 重 从 于 线圈 的 圆心 就 可 以 了 ， 


, 图 6-19 

点 既 然 是 - -个 圆 ， 圆 的 主要 特征 是 它 的 圆心 和 直径 ， 联 一 

条 熏 径 AB，AA、8 两 点 把 圆 分 成 相等 的 两 部 分 ,为 任意 的 
曲线 ， 也 有 把 分 成 相等 的 两 部 分 的 两 点 A 、B'， 线段 AB 
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有 中 点 QO". 于 是 可 这 样 作出 类比 ; 


QF 0.", 
六 一 入， 
BHF-—B’. 
id ee 
的 距离 坟 /; 的 距离 过 : 
包 中 的 要 省 机 
从 而 得 到 解 题 的 方法 ， 


例 2 加 图 6 一 20、 已 知 四 面体 ABCD 中 ,AB=CD, AC 
= BD，AD= BC . 证明， 它 的 四 个 面 都 是 锐角 三 角形 ， 
三 角形 与 二 面 角 有 密切 的 联系 ， 我 们 考虑 下 面 的 类 比 ， 
三 角形 三 面 角 
全 三 角形 的 三 边 ; 一 一 山 三 面 角 的 三 个 面 表 ; 
名 三 角形 的 任意 两 边 一 一 加 三 面色 的 任意 两 个 


之 和 大 于 第 三 边 ; 面 角 之 和 大 于 第 三 面 角 ; 
全 敏 证 三 角形 的 每 边 一 地 欲 证 每 一 个 面 角 小 于 9， 
都 小 于 7 ,可 证 三 边 可 证 三 个 面 角 之 和 28 ， 
之 和 所 21 ， 
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根据 这 … 类 比 ， 很 快 找 出 证 明 本 题 方法 。 利 用 AB = CD， 
AC= BD，AD= BC 可 推出 四 疝 体 的 4 个 面 都 是 全 等 三 角形 ， 
七 面 朋 A ~ BCD 的 三 个 面 角 a，8，7y 恰好 是 会 BCD 的 三 个 内 
角 , 因为 a+8+ y= 180"， 所 以 ，a，，Y 的 每 一 个 小 于 


180 


2 =90 。 


在 这 -一 节 中 ， 我 们 糙 讨 论 一 种 综合 运用 转化 与 构造 的 思 
想 ， 即 数 形 结合 的 思想 数 形 结合 把 形 转化 为 数 或 把 数 转 化 为 
形 ， 首先 它 是 一 种 转化 思想 . 但 是 另 一 方面 ,无 论 是 形 转化 为 
数 或 数 转化 为 形 ， 都 要 进行 必 刘 的 构造 ， 构 造 出 适当 的 形 或 数 
以 供 转化 ， 所 以 ， 数 形 结合 的 思想 是 综合 运用 转化 与 掏 造 的 典 
型 思想 ， 

初等 数学 研究 的 对 象 大 体 上 可 分 为 * 数 "与 " 形 "， 它 们 研究 
的 内 容 和 使 用 的 方法 虽然 有 区 别 ， 但 其 间 并 没有 不 可 造 越 的 沿 
沟 ， 它们 互相 联系 ， 互 相 兴 透 ， 互 相 转化 . 笛 卡 瞩 创 立 的 解析 
几何 ， 建 立 了 形 数 结合 的 典范 . 

一 般 地 说 ， 几 何 图 形 比 较 “ 直 驱 ”"， 代 数 问 题 比 较 * 抽 象 ”. 
抽象 的 代数 问题 ， 一 旦 与 几何 图 形 结合 ， 就 往往 易于 悄 测 其 结 
打 ， 找 出 论证 的 方法 ; 几何 中 的 难题 ,一 理化 为 代数 问题 ， 也 
往往 有 一 定 的 运算 方法 和 步骤 可 循 ， 因 而 易于 求解 。 因 此 ， 形 
数 结合 的 思想 就 成 为 初等 数学 中 一 种 极为 重要 的 思想 ， 在 解决 
复杂 问题 时 ， 尽 量 把 数 与 形 结合 起 来 ， 使 它们 互相 转化 ， 使 一 
些 复 杂 的 问题 变 得 简单 ， 隐 睡 的 问题 变 得 明显 ， 有 利于 问题 的 
解 次 . 
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一 、 数 形 转 化 


数 形 结 人 台 的 思想 只 在 毕 达 哥 拉 斯 时 代 就 蝴 共 了 ， 毕 达 哥 拉 
斯 学 派对 数 与 形 的 关系 有 特 奈 的 理解 ， 他 们 把 单 应 1 想像 为 一 
个 点 ， 由 点 的 各 种 不 同 排 别 引 以 组 合成 各 种 图 形 ， 济 各 种 不 同 
的 图 形 就 与 相应 的 数 杆 应 。 这 个 学 派 基 于 许 
多 数 的 性 质 的 发 现 , 静 是 以 数 形 结 合 的 方法 
为 出 发 点 得 出 的 。 

例如 ,正方 形 数 是 由 n2 个 点 组 合成 的 方 
阵 ,如 果 青 如 上 2n + 1 个 点 ,就 得 和 到 由 (n+ * 
1 个 点 组 合成 的 方 阵 , 如 图 6 一 21 所 示 ， 即 
有 公式 


和 2 十 2 十 工 = (十 1) ， 
如 里 取 2x+1= (2m+1)2， 就 会 得 到 
(2 十 1 和 + (2m +2m) = (Dm + 2 +1), 
这 正好 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 形式 ， 
正 是 通过 图 形 与 数字 的 联系 的 思考 ， 毕 达 哥 拉 斯 学 派 形成 
了 “万 物 第 数 "的 世界 观 。 他 们 认为 既然 数字 是 一 些 点 的 组 合 ， 
而 且 是 不 豆 分 的 单位 ， 因 此 ， 只 有 能 表示 成 整数 或 整数 之 比 的 
数 才 是 合理 的 ， 否 则 就 是 不 合理 的 . 但 是 具有 讽刺 意义 的 是 ， 
他 们 发 现 有 不 能 表示 为 整数 或 整数 之 比 的 量 ， 也 是 通过 几何 图 
形 而 发 现 的 ， 
无 论 是 中 国 或 者 是 希腊 、 阿 拉 伯 等 国家 最 初 都 是 用 图 形 来 
解 二 次 方程 的 ， 便 如 古代 阿拉 伯 数 学 家 是 这 样 解 二 次 方程 
r+10x=39 的 : 
在 图 6-22 中 ，AB 表示 未 知 数 zx， 作 正方 形 ABCD， 延 
长 DA 到 开 ，DC 到 下, 使 AD=CPF=5， 以 DDH 为 边 作 正方 
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形 . 网上 ， 开 ， 有 的 面积 分 别 为 42。、S7， 号 4 也 
5 .二 将 之 和 却 方 径 的 右边 3 39 加 上 面 | 呈 
积 护 ， 即 得 39+25=64= BHD?， 从 而 HD C 
8， AD=HD-5=8-5=3。 这 种 图 |， 四 
解法 大 抵 相 当 于 和 村 方法 .但 共 娶 了 下 根 ， 

形 数 结合 思想 发 展 到 了 币 攻 儿 时 代 . F 
就 发 生 了 质 的 飞跃 . 稍 卡 儿 曾 提出 了 一 种 阅 6-22 
解决 各 类 问题 的 万 能 的 模式 ，; 

) 把 任何 后 题 转化 为 数学 问题 ; 

(2) 把 任何 一 个 数学 问题 化 为 -个 代数 问题 ; 

(3) 把 任何 一 个 代数 问题 归结 为 求解 -- 个 方程 式 ， 

他 的 计划 过 于 庞大 ，、 自 然 无 法 实现 ， 但 却 在 解 岂 几何 问题 
中 得 到 了 成 功 的 运用 . 根据 他 的 模式 ， 他 创立 了 解析 几何 学 ， 
开 训 了 数 形 结 全 的 新 纪元 ， 

我 国志 代数 学 家 十 分 注意 数 形 缚 合 ， 例 如 刘 徽 在 《 九 章 } 注 
的 原 序 中 说 ;“ 叉 所 析 理 以 碎 ， 解 体 用 图 ， 庶 儿 约 而 能 周 ， 通 询 
不 轿 ， 览 之 者 息 过 于 狂 .“ 所 以 他 在 注 ( 九 音 》 中 始终 注意 以 数 
显 形 和 以 形 验 数 . 

数 形 结合 可 以 帮助 我 们 加 诬 对 某 些 数学 问题 的 理解 ， 例 如 
古 希 腊 时 代 的 几何 作 图 三 大 难 古 千 百 生 来 在 几何 中 无 法 解决 ， 
只 有 化 尖 代 数 问题 之 后 ， 他 山 之 五 ， 冯 以 攻 玉 ， 才 充分 揭 解 问 
题 的 本 质 ， 使 这 一 难题 获得 彻底 的 解 岂 ， 

其 次 ， 数 形 结合 思想 对 富 迪 解 题 思路 ， 简 化 解 题 方法 的 作 
用 更 是 极为 有 效 的 ， 

例如 ;如 图 6 ~23, 设 和 XOY 为 定 角 ，P 为 其 角 平 分 线 


上 的 定点 ， 对 忆 任 作 - 一 直线 交角 的 两 边 于 入 、B ， 求 证 ， a 
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+ 古 = 和 定 值 
这 个 癌 题 到 采风 何方 法 直接 证 明 需 
要 一 定 的 技巧 ， 而且 要 作 补 动 线 ,但 车 了 
利用 计算 则 较为 容易 : A | 
由 正 荡 定 理 : 设 人 APO = 0， oj DB 
LAOB=2g,0OP=4, 则 
OA az 图 6 23 
sin sin(g+ 8)" 
1 _sng+0). 
OA asing “ 
OB =—_4 即 赴 =. 
9 sin(O ~ g) asing 
te 


-ne 二 定 值 , 


又 例如 ， 已 知 0< ><z< 了 ， tgx 三 ny 求 w 二 Tr 一 y 
的 最 大 值 ， 

这 是 一 个 二 元 函数 的 条 件 极 值 ， 且 涉 C 
及 三 负 和 代数 ,似乎 很 不 简单 ， 但 利用 所 、 
何 贸 形 ， 则 相当 简便 . 如 图 6-24, 设 。 9 
ABC 中 , 人 A=x, LB=y, LB< 


LA< 子 ， CDLABFD, RAD=1,47 pp Mn 


DB=n., 则 tgr= ntgy. 
在 AB 上 取 点 MM,， 梗 AD DM， 所 
HACMA=x, u=r—y. 


图 和- 24 


294 


因为 Sanc = absin ACB, SAM ™ $ absinu ,又 因为 


Som = CD MB= (nD) CD, Sau= 2 CD (nl), 
yy 。 29SAMEH 29a nn 1_x-l.,., A 
所 以 sinu = - mm nF] wil sinA ACB EE 


| ,从 而 xs 过 arcsin 2 二 站， 
以 上 诸 俩 虽 少 ， 但 是 以 说 明 数 形 结合 的 作用 . 
以 下 各 节 ， 我 们 将 分 别 讨论 初等 数学 中 几 种 典型 的 数 形 结 


合 思想 . 


二 、 以 数 表 形 和 以 形 验 数 


1. 以 数 表 形 

以 数 表 形 的 基本 思想 是 把 几何 图 形 的 证 明 转 化 为 代数 方法 
的 运算 ， 常 用 的 方法 有 坐标 法 、 三 角 法 .复数 法 或 向 量 法 等 ， 

如 前 所 述 ， 笛 卡 儿 的 把 一 切 问 题 代数 化 的 计划 虽然 无 法 实 
现 , 但 他 的 计划 在 解决 欧 氏 几何 的 问题 上 却 获得 了 圆满 的 成 
功 . 从 理论 上 讲 ， 欧 氏 几 何 的 命题 都 可 以 用 坐标 法 转化 为 代数 
问题 来 解决 . 

一 道 陌生 的 几何 题材 在 面前 ， 常 常 使 人 感到 无 从 下 手 ， 伍 
一 经 代数 化 之 后 ， 情 况 就 不 同 了 . 几何 的 证 明 转 化 成 了 一 系列 
代数 的 运算 ， 运 算 也 许 十 分 繁杂 ， 但 有 既定 的 目标 和 固定 的 方 
法 ,总 可 以 一 步 一 步 地 算 下 去 ， 最 后 得 出 所 要 的 结论 . 特别 是 
电子 计算 机 害 普 遍地 采用 以 来 ， 这 一 作用 更 为 明显 ， 

例 1 圆 内 接 四 边 形 ABCD 中 ， 对 角 线 AC 与 BD 垂直 相 
交 于 忆 ，P 为 外 接 圆 的 圈 心 ， 玉 ， 下 分别 为 BC，AD 的 中 点 ， 
求证 ; QE = PF 
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在 图 有 中 有 134AC， 政 可取 它 们 为 
坐标 轴 娃 立 如 岗 6 -25 的 华 标 系 . 
证 呆 心 己 的 举 标 为 【ce ， 万)， 灶 种 为 疙 
rr， 义 可 求 出 辐 方 程 ， 
(ra) 十 【一 bh) 
轩 分 别 令 zw =0， 嫩 算出 码 边 有 形 冲 
硕 点 的 坐标 国生- 和 


Blatv rH, 0), 

CO B+ ra), 

Dla-v ca， 0). 
青 根 据 中 点 公式 ， 定 出 玉 , 下 的 坐标 : 

B,C, D. 4， 

E( 字 全) F( 子 , 全 ) 
{其 中 B, 表示 B 点 的 模 坐 标 ， 余 荣 椎 ) .再 根据 距离 公式 又 可 
算出 : 

QE=IVB +O, PF= VB tO. 
于 是 证 得 QE = PF ， 

证 明 过 程 虽 然 略 显 繁复 ， 但 思路 却 至 为 简单 ， 只 要 反复 地 
运用 勾 股 定理 以 及 QE 、PF 用 ee，5，r 所 表示 的 代数 武 . 据 
此 ， 不 难 把 它 对 应 地 “翻译 "为 综合 法 的 证 明 . 分 析 P,Q，, 玉 ， 
下 的 坐标 ， 就 不 难 发 现 : 

E+ F.=D, + ,+ Fy=P,+ &, 时 
从 而 知 EF 与 PQ 有 相同 的 中 点 ， 这 意味 着 PEQF 为 平行 四 过 
形 .由 此 得 到 启发 ， 应 先 从 证 明 PEQF 为 平行 四 边 形 人 手 ,图 
中 有 许 杀 网 周 角 、 直 角 可 以 利用 ， 利 用 内 错 角 或 同位 衣 相 等 的 
了 9 和 


办 法 节 间 证 明 QE PF QF A DE ， 
从 而 证 明 四 边 形 QPFE 为 一 个 平行 四 边 形 ， 于 是 有 QE = 
Pr. 
例 2 求证 ， 三 第 形 外 心 ， 重心 、 重 心 二 点 茧 线 ， 
查证 机 半点 茧 线 ， 只 帘 建 立 适 当 的 党 标 系 ， 青 计算 由 党 标 
组 成 的 一 个 三 阶 行列 式 为 9 即 襄 ,但 对 - -个 任意 三 和 角形， 在 直 
角 举 标 系 中 ， 计 算 其 外 心 、 垂 心 并 不 容易 ， 蜗 中 义 有 重心 ， 故 
宜 选 用 重心 华 标 ， 
在 平面 上 任 取 一 个 -三 角形 A143A;， 作为 坐标 三 角形 。 对 
于 平面 上 上 作 一 点 M， 下 述 三 个 二 角形 面积 的 比值 
全 WA4 AAA 
叫做 点 财 的 重心 玲 标 ， 也 轩 面 租 举 标 ， 证 为 
AD p13), 
经 过 不 太 复 杂 的 计算 知 ， 对 十 插 意 的 全 A1A;A3， 其 三 顶 
点 的 重心 坐标 为 
Ai= C1, DO, O00, B= [0 A 0, 0，1) ， 
重心 扬 、 Wh 人 ， Un hp 
(= DD), O=(sinAl, simAs, sin2A3), 
stn a igA3) 。 
王 是 拉 . 已、 吾 共 线 的 条 件 是 
| 1 1 1 | 
sin2Al sir2A sin2A;|=0 
fg 各 1 1gA: tA | 


在 妃 何 证 明 中 ,经常 的 大 量 的 工作 是 研究 线段 或 角 之 间 的 
关系 ， 包 括 位 置 关系 和 度量 关系 ， 位 置 关系 双 常 常 转化 为 度量 
关系 来 处 理 . 角 的 大 小 也 可 以 转化 为 研究 它们 的 三 角 函 数值 的 
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增 减 问 题 ,内 此 ， 许 多 几何 题 要 证 的 结论 ， 常 可 归 舍 为 一 些 由 
线段 通过 四 则 运算 组 成 的 等 式 或 木 等 式 . 当 我 们 把 那些 线段 归 
结 到 一 个 三 角形 或 几 个 :角形 内 后 ， 就 可 通过 正 藤 定理 或 余 臣 
定 再 把 它们 用 三 角 责 数 表 示 出 来 ， 转 化 为 二 角 隧 数 的 计算 ， 而 
三 角 范 数 的 计算 是 比较 有 规则 可 振 的 ， 

例 3 “【 托 列 迷 定理 ) 如 图 6-26, 设 cc 
ABCD 为 圆 内 接 四 边 形 ， 证 明 : AB* (D+ 
AD-: BC= AC. BD. 

在 第 二 章 中 我 们 曾 讨 论 过 这 一 -问题 ， 1 
翔 是 从 分 析 线 段 再 构造 相似 三 角形 的 角度 4 
出 发 的 .现在 再 从 数 形 结合 的 角度 讨论 
一 下 ， 图 6-26 

本 题 中 的 6 条 线段 都 是 同 圆 的 纺 ， 把 它们 表示 成 三 角 冰 数 
后 ， 有 许多 相等 的 前 可 供 利 用 ， 有 利于 简化 三 角 函 数 的 计算 . 
而 命题 的 结论 又 正 是 典型 的 线段 四 则 等 式 ， 故 可 用 三 角 方法 通 
过 计算 来 求证 . 

设 区 的 半径 尺 =1， 则 有 

AB =2sina, BC=2siny ,DA =2sing, 

CD=2sin(g + B+ 7),AC=2sin(a + 7), 

BD=2sin(a + 8), 
利用 和 差 化 积 与 积 化 和 善 公式 极 易 导 出 结论 ， 

复数 的 几何 表示 把 坐标 、 三 角 、 向 量 熔 于 一 炉 ， 平面 上 的 
点 与 复数 有 一 一 对 应 的 美 系 ， 因 此 ， 把 几何 问题 转化 为 复数 问 
题 来 处 理 是 很 自然 的 事情 ， 

例 4 如 图 6-27， 在 任意 入 4BC 的 三 边 上 向 外 作 等 边 三 
角形 .求证 ; 这 三 个 等 边 三 角形 的 中 心 构 成 一 个 等 边 三 角形 . 
这 是 一 个 涉及 正三 角形 的 问题 ， 自 然 可 考虑 用 1 的 三 次 方 
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很 .为 此 ， 先 介绍 下 面 的 定 再: GO 

设 有 三 点 站 ，B,，C, 目 正 仿 ABC 的 4 
周 界 按 字母 入 ，B,，C 的 大 序 为 首 时 针 方 
向 则 4+ Bw+ Cw:=0. (1，w，w? 为 ce 
1 的 三 次 单位 根 》 

如 图 6- 28,， 设 局 是 BC 的 延长 线 上 
一 点 ， 且 BC = CD ， 则 由 复数 乘法 

A-C=(D- Ow:{C- Bw, 

即 A+t+Buw- Cll+w)=0. . 图 6-27 
因为 1+ 多 +=0, 所 以 A+ Bow +'Ce? 
=D, 

现在 回 到 诛 题 ， 因 


届 ， 


X= 村 (Ai+B+C)， 


Y= (A+B+B), 


图 5 一 28 


Z= 二 (4A+C+CID， 
从 而 . 
IANXTIV+tZo)= (ALItBtO+IA+B +B)o 
+(ATC+O ew 
={Al+ Bot+ Cu )+(B+ Bw+ Aw?) 
+ {C+ Awm+ Ciw2)=0( 利 用 定理 ). 
所 以 、X+ Yw + Zw? 0， 显 然 上 述 定理 的 闭 命 题 也 正确 ， 喜 
从 XYZ 为 正三 角形 ， 
2. 以 形 验 数 
“以 形 验 数 " 基 于 这 样 的 思想 ，; 
建立 坐标 系 以 后 ， 许 多 代数 式 都 具有 特定 的 几何 意义 ， 例 
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姐 ， 若 ae 瑟 是 两 个 正 实 数 ， 则 二 次 和 根 式 w ad+ 人 表示 以 a， 
为 直角 边 的 直角 三 角形 的 斜 边 之 长 .代数 中 的 函数 和 方程 可 
表示 为 平面 上 的 一 条 曲线 或 空间 中 的 一 个 曲面 .利用 这 些 联 
系 ， 可 以 构造 出 某 些 儿 何 图 式 ， 把 代数 式 转化 为 几何 图 形 ， 再 
根据 几何 岗 形 的 性 质 讨论 代数 问题 . 这 -思想 方法 很 好 地 把 转 
化 与 构造 两 个 基本 数学 思想 融 为 -- 体 了 。 

例 1 试 确定 方程 组 


:Ttyt2-3, Db 

1 +y + z=3, 全 

| z=3 全 
的 所 有 实数 解 ， 


这 是 ?0 年 代 美 国 数 党 奥林匹克 的 一 道 试题 。 在 当年 爱 表 
的 一 些 解 等 中 都 是 利用 .rr，v。，r 的 对 称 哨 数 化 为 一 元 三 次 方 
程 来 求解 的 ， 那 种 解法 计算 很 复杂 且 需 要 机 当 的 技巧 ， 
如 果 利 用 数 形 结合 的 思想 ， 考 虑 到 导 可 改写 为 
T+y+s—3=0, OD 
它 表 示 空 间 中 的 一 个 平面 ， 在 Ox，Oy，Ox 轴 上 的 截 虐 均 为 
3, 与 举 标 原点 O 〇 的 距离 为 
[1Xx0+1x0O+1x0-3l 
a 二 二 二 =v3， 
而 方程 四 是 一 个 以 原点 为 中 心 ，y3 为 半径 的 球面 ， 它 与 平 曾 
昌 相 奶 ， 切 点 为 (1，1，1 )， 因 此 方程 只 有 惟一 的 实数 解 (1， 
1，1 )， 直 于 它 的 解 已 由 方程 四 和 人 完全 决定 ， 方 程 二 实际 上 
是 “多余 "的 ， 只 要 检验 (1，1，1 ) 是 理 适 合 方 程 仿 就 可 以 了 ， 
在 这 一 思想 的 启发 下 ， 我 们 可 以 立即 当 出 这 一 问题 的 解 
管 ; 
将 方程 @@ 碱 去 方程 中 的 2 倍 ， 得 
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+ yy 2 2 28= -3, 

或 (TO 一 
因为 vw， 鬼 为 实数 ， 立 得 =1， ww- 
例 2 解 方程 + 一 -一 = 


yl 

如 果 将 方程 西边 平方 ,将 变 为 四 次 方程 ， 
求解 其 繁 ， 因 1>>1， i 
故 可 在 原故 得 中 作 王 第 代 换 .+ 王 sec8， 原 方程 


化 为 ; ， 
! ] _33 


cas@ sindg 12° 
LE 33_ 53.3 
如 果 表 注意 到 六 = 本 二 让， 


则 可 知 = 或 3 . 


这 可 由 图 6 一 29 的 直 骨 三 角形 推出 ， 


:之 1， 二 刀 然 .+ 之 0， 


奖 6 一 29 


函数 或 方程 可 以 表示 为 几何 图 象 ， 通 过 对 儿 何 图 象 的 观 
察 ， 可 直观 地 发 现 许多 问题 ， 简 化 推 埋 和 计算 ， 所 以 ， 以 形 验 
数 的 另 一 重 村 方面 是 观察 果 数 的 几何 图 象 ， 把 代数 问题 转化 


几何 问题 . 


例 3 已 知 一 元 二 六 方程 7zr2 一 ( 呈 +T]13)7rT+T&2 -大 -2= 人 
有 两 个 实 根 ， 间 上 为 何 值 了 时， 方程 的 两 根 分 虽 在 0 与 1 和 1 与 


2 之 问 ， 


匡 数 y=7x? 一 (&+13 r+ 上 -2 的 图 象 与 x 轴 有 两 
个 交点 ， 而 且 依 旺 意 这 两 个 交点 在 0 与 1 和 和 1 与 2 之 间 ， 观 察 


其 图 象 (图 6 一 30)， 


A AADEO,72)>0. 


故 可 得 两 个 不 等 式 ; 
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图 5 -3 守 
FO 0 和 fc0. 


ft1) f(2) 
于 是 问题 转化 为 解 关于 下 的 不 等 式 : 


(0) _ (k+1)(k+2) (DD {AR+2)(k -4) 
FH) rae a) OR RE 人 <0. 


例 4 若 e>a>ce>0 比较 ba 与 避 ": 天 ar 的 
大 小 . 

这 是 一个 可 用 排序 原理 来 研究 的 不 等 ”， 
式 问 题 ， 但 考虑 对 数 函 数 的 曲线 y= Inx， 
如 图 6 一 和 1, 在 x 轴 上 取 A (a, 0)， 
Bib, 0), C(e, 0 并 过 A, B,C 
分 别 作 > 轴 移 垂 线 ， 分 别 交 y= lnz 的 图 
象 于 A ，B’,C' 三 点 。 因为 y=Inx 是 上 
凸 函 数 ， 故 有 BB' > BB”. 图 中 的 一 些 线 图 5-31 


C BAX 


自分 别 表示 为 ; 
44 = na, BB ' =inb, Ct = ne, 
BC=6—e, AB=a—b, AC=a-c., 


因为 BB'>BB = BD+ DB’=CC’+ BCAE 


AAA ~ BC'AE 
=CC+ AC + 


于 是 得 
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At BB >AC CC + BC AS ~ BO:AE 
=COC(AC- BO BC'AA 
= AB:OC' + BC AA', 
这 个 不 等 式 意味 着 ， 
fa 一 cnay>fe pne+t (tp ~ cHna, 
或 ea, 
两 边 同 姜 以 yc"a ， 得 
人 


三 、 图 论 知识 的 简单 运用 


数学 研究 的 对 象 ， 除 了 数量 关系 之 外 、 还 有 许 密 别 的 关 
系 ， 它们 的 状态 有 时 可 用 “图 "来 描述 ,这 时 所 说 的 图 是 一 些 由 
点 与 线 组 成 的 图 形 。 即 图 论 中 所 说 的 图 ， 但 图 的 某 些 基本 概 
念 ， 并 不 需要 术 多 的 专门 知识 ， 却 可 以 用 来 解 一 些 数学 题 ， 形 
成 一 种 独特 的 解 题 恩 想 ， 由 于 “图 "其 有 -- 定 的 直观 性 ， 也 能 起 
到 一 些 形 数 结合 的 作用 ， 所 以 我 们 把 它 放 在 数 形 结合 思想 这 一 
节 里 讨论 ， 

利用 图 论 知识 解 题 ， 也 是 集 转 化 与 构造 于 一 体 的 方法 ， 先 
根据 提出 的 问题 构造 出 一 个 数学 模型 一 一 图 ， 再 把 要 研究 的 问 
题 转化 为 图 的 问题 ， 从 对 图 的 性 质 的 研究 导出 向 题 的 结论 : 
1. 利用 图 的 基本 概念 解 题 

图 的 一 些 基 本 概念 并 不 复杂 、 基 本 .上 不 需要 多 少数 学 预备 
知识 就 能 理解 这 些 概念 . 但 这 些 基本 概念 虽然 简单 ， 却 是 从 许 
多 离散 数学 对 象 的 共同 属性 中 捕 象 出 来 的 ， 它 反映 各 种 数学 对 
象 之 间 的 相互 关系 。 因此， 许多 离散 数学 问题 ， 都 可 以 转化 为 
阁 论 模 型 ， 这 些 模 型 只 涉及 基本 概念 ， 却 有 利于 发 现 解 题 
方法 ， 
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例 1 有 n(n 这 3) 个 人 ， 他 们 之 间 有 些 人 互相 认识 ， 有 有些 
大 互相 本 认识， 而 县 至 少 有 一 个 人 不 与 其 他 人 部 认识 . 问 ; 互 
相 都 认识 的 人 数 的 最 天 值 是 多 少 ? (美国 数学 竞赛 题 ) 

作 一 个 图 用 个 点 表示 个 人 ， 当 且 仅 当 两 个 人 互相 
认识 时 ， 两 点 间 连 一 条 边 ， 就 得 到 一 个 图 (; 。 本题 相当 于 问 
在 这 个 图 中 最 大 的 完全 了 图 有 多 少 阶 . 

由 于 侍 少 有 一 人 {例如 Vi) 与 其 他 人 不 都 相识 ，Vi 至 少 
与 另 一 项 点 Vs 不 相 邻 .因此 图 中 最 大 的 完全 子 图 不 能 包含 栅 
点 Wi，W， 最 多 是 一 个 一 2 和 阶 的 完全 图 ， 即 世相 都 认识 的 
人 至 多 有 -2 个 ， 

例 2 我 国民 间 有 一 个 流传 广泛 的 过 河 趣 题 ， 某 人 人 带 了 一 
只 羊 ， 一头 独 ， 一 散 菜 要 过 河 去 ， 由 于 渡船 太 小 ， 人 每 次 只 能 
带 一 样 东 西 过 河 ， 问 应 如 何 安排 ， 才 能 用 最 少 的 次 数 渡 过 河 
去 ? 

在 过 河 过 程 中 ， 岸 上 会 出 现 各 种 状 人 最 人 人 人 
态 , 有些 状 态 是 容许 的 ， 如 (人 ， 革 )， 六 荣 典 音 狼 蘑 单衣 人 闻 
有 些 状态 是 不 容许 的 ， 如 { 羊 ， 集 )}、 容 
许 的 状态 共有 10 种 ， 如 图 6 - 32 所 示 ， 

把 它们 用 点 各 未 作为 图 的 顶点。 着 从 独 认 半 环 区 着 用 4 
个 状态 通过 一 次 渡河 可 以 变 为 男 一 个 状 图 6 有 2 

态 ， 则 在 这 两 个 状态 之 间 连 一 条 边 ， 否 

独 不 连 。 例 如 当 原 谋 是 (人 ， 狼 ， 羊 ， 菜 ) 时 ， 人 带 半 过 河 去 
后 ， 原 岸 留 下 状态 〈 狼 ， 菜 )， 故 这 两 点 之 间 连 一 条 边 ， 但 不 
能 再 通过 一 次 渡河 使 原 岸 由 ( 狼 ， 菜 ) 变 为 [人 ， 狼 . 羊 )， 故 这 
两 点 得 不 连 线 。 这 样 就 得 到 -一 个 图 . 

本 芍 的 问题 是 ， 是 否 存 在 从 (人 ， 狠 ， 羊 . 莫 ) 到 ep 的 
-条 道路 ”这 条 道路 最 得 有 多 长 ”由 图 6 -32 知 ， 图 中 有 商 条 
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道路 ,它们 的 长 度 都 是 7 了。 有 即 存 在 两 种 过 河 的 方法 ， 每 种 都 要 
摆渡 7 了 次， 
2. 图 的 染色 

图 的 染色 中 在 构造 了 模型 的 基础 上 再 运用 分 类 的 思想 .在 
两 者 的 配合 之 下 ， 撒 成 - -种 从 特 的 数字 是 

例 1 在 图 上 任 取 jr 之 2) 个 点 、 把 每 个 点 用 线段 与 其 余 各 
点 相连 接 ， 能 车 - - 名 画 出 所 有 这些 共和 ， 使 第 -条 线段 的 终点 
与 第 二 条 线段 的 起 点 相 重 合 ， 第 .条 线 段 的 终点 与 第 三 条 线段 
的 起 点 相 重 合 ，… 最 后 一 条 线段 的 终点 与 最 初 那 条 线段 的 起 
点 相 重 合 ? 

这 是 典型 的 欧 拉 图 问 题 ， 以 个 点 为 图 的 顶点 ， 从 每 一 
个 顶点 可 作出 wn 一 1 条 边 ， 构 成 -个 于 阶 完全 图 民 ，。 如 果 可 
以 ~ 笔画 。 每 个 顶点 的 度数 必须 为 偶数 ， 即 nn 一 1 为 偶数 ， 
为 南 数 ， 改 当 ”为 奇数 时 ， 本 题 有 解 : 当 ， 为 偶数 时 ， 木 题 

例 2 6 个 人 参加 一 个 集会 ， 每 两 个 人 或 者 互相 认识 或 者 
五 不 认识 . 证明: 存在 两 个 集 台 ， 每 个 集合 有 3 了 人 组 成 ， 在 同 
一 个 集合 中 ， 成 员 互 相 认 识 ， 或 者 互 不 认 训 ， 

本 例 是 1991 年 加 拿 大 数学 奥 林 苞 克 选 拨 试 题 、 可 用 图 染 
色 来 解决 ， 

用 于 而 .上 6 个 点 表示 个 人 ， 作 完全 图 Ke， 将 两 人 认识 
的 边 如 上 红色 ， 两 人 不 认识 的 -… 边 染 上 蓝 色 ， 避 证明 几 中 存在 
“两 个 同色 的 二 角形 。 恕 果 从 -点 发 出 的 两 条 边 同 色 ， 称 它 为 则 
色 和 角 ， 寿 如 称 为 异 色 佣 . 一 个 同色 三 角形 有 3 个 同色 角 ， 一 个 
和 现在 没 图 中 有 .r 个 间 芭 二 角形 ， 
要 证 .rz32 。 同色 角 的 个 数 为 : 

ie -=20+2r 
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男 一 方面 ， 从 顶点 4 出 发 的 5 条 边 中 ， 和 如 有 + 条 红色 ,5 一 » 
条 蓝 色 ， 则 有 《2 + (3 写 C3+C3=4， 即 从 任 一 顶点 出 发 至 
少 有 4 个 同色 角 ， 图 中 同色 角 的 个 数 至 少 有 4x6 二 24 个 从 
而 

20+2x 守 24， 
即 x 字 2 . 
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